
第八模块  无穷级数 

一.  解答题 

1、 设数列 }{ na ， }{ nb 满足
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2
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证明：(I) nnn aba =− coscos ，且
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因为级数


=1n

nb 收敛，由比较审敛法的极限形式，级数
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a
收敛。 

2、 设数列 }{ na 满足
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解此可分离变量的微分方程，分离变量得， 
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当 12 x ，即 1x 时幂级数收敛；当 12 x ，即 1x 时幂级数发散，故收

敛半径 

1=R ，则收敛区间为 )1,1(− ，又由于 1=x 时，一般项为无穷大量，幂级数
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4、设数列{ }na 满足条件： 0 1 23, 1, ( 1) 0( 2),n na a a n n a n−= = − − =  ( )S x 是幂级数

0
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 的和函数. 

（Ⅰ）证明： ( ) ( ) 0S x S x − = ； 

（Ⅱ）求 ( )S x 的表达式. 

（2013 数一） 

解：（Ⅰ）证   ( ) 
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           ( ) ( ) 0S '' =− xSx 得证. 

     （Ⅱ） ( ) ( ) 0S '' =− xSx 为二阶常系数齐次线性微分方程，其特征正方程为 

                           012 =− ， 

        从而 1= ，于是 ( ) xx eCeCxS −− += 21 . 

        又 ( ) 30 0 == aS ， ( ) 10 1
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       代入上式得 3
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       解得 2,1 21 == CC ， 

       所以 ( ) xx eexS 2+= − . 

5、已知函数𝑓(𝑥)可导，且 𝑓(0) = 1 , 0 < 𝑓(𝑥)̇ <
1

2
,设数列 {𝑥𝑛}满足 𝑥𝑛+1 =

 𝑓(𝑥𝑛)(𝑛 = 1,2, … ). 

   证明：1)级数 绝对收敛； 

2) lim
𝑛→∞

𝑥𝑛存在，且 0< lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 <2. 
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解析： 

1) 因为𝑥𝑛+1 =  𝑓(𝑥𝑛)，所以 

|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| = |𝑓(𝑥𝑛) −  𝑓(𝑥𝑛−1)| = |𝑓′(ξ)(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1)|，其中ξ介于𝑥𝑛与𝑥𝑛−1

之间. 

又0 < 𝑓(𝑥)̇ <
1

2
，所以|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛| ≤

1

2
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1| ≤ ⋯ ≤
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2𝑛−1
|𝑥2 − 𝑥1|. 

由于级数∑
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2𝑛−1
|𝑥2 − 𝑥1|∞

𝑖=1  收敛，所以级数∑ (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)∞
𝑖=1 绝对收敛. 

2) 设∑ (𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛)∞
𝑖=1 的前𝑛项和为S𝑛，则S𝑛 = 𝑥𝑛+1 − 𝑥1. 

由 1) 知， lim
n→∞

S𝑛存在，即 lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛+1 − 𝑥1）存在，所以 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛存在. 

设 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑐，由𝑥𝑛+1 =  𝑓(𝑥𝑛)及 𝑓(𝑥)连续，得𝑐 = 𝑓(𝑐)， 

即𝑐是𝑔(𝑥) = 𝑥 −  𝑓(𝑥)的零点. 

因为𝑔(0) = −1，𝑔(2) = 2 −  𝑓(2) = 1 − [ 𝑓(2) −  𝑓(0)] = 1 − 2𝑓′(η)，其中

η ∈ (0,2)， 

于是0 < 𝑐 < 2，即0 < lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 < 2. 

 

二、选择题 
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解析：由R为幂级数
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解析：已知幂级数
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n
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解析： 取
n
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ln
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u
收敛,则由莱布尼茨判别法,

nu

1
应单调递减趋向于零.由 }{ nu 是单调

增加的有界数列,则
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1
单调递减不趋于零,B 错误. 

取
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4、若级数∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 条件收敛，则𝑥 = √3与𝑥 = 3依次为幂级数∑ 𝑛𝑎𝑛(𝑥 − 1)𝑛∞

𝑛=1

的         .  

(A) 收敛点，收敛点        (B) 收敛点，发散点  

(C) 发散点，收敛点        (D) 发散点，发散点  

(2015 数一) 



解析：此题重点为需要找到幂级数∑ 𝑛𝑎𝑛(𝑥 − 1)𝑛∞
𝑛=1 的收敛区间. 

由级数∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 条件收敛，知∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 1)𝑛∞

𝑛=1 在𝑥 = 2处条件收敛. 

      令𝑥 − 1 = 𝑡，当𝑥 = 2时，𝑡 = 1，即∑ 𝑎𝑛𝑡𝑛∞
𝑛=1 在𝑡 = 1处条件收敛， 

因此∑ 𝑎𝑛𝑡𝑛∞
𝑛=1 的收敛区间为(−1,1)，则∑ 𝑎𝑛(𝑥 − 1)𝑛∞

𝑛=1 的收敛区间为(0,2)， 

从而∑ 𝑛𝑎𝑛(𝑥 − 1)𝑛∞
𝑛=1 的收敛区间也是(0,2)， 

故∑ 𝑛𝑎𝑛(𝑥 − 1)𝑛∞
𝑛=1 在𝑥 = √3处收敛，在𝑥 = 3处发散.应选 B. 

5、设
1
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1

0
2 ( )sin ( 1,2,...)nb f x n xdx n= = ，令

1
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S x b n x
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则
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( )
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4
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3

4
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（2013 数一） 

解  观察到 ( )S x 是 ( )f x 的正弦函数，对 f 进行奇延拓，其周期为 2. 

故 ( ) ( )S x f x= . 

9 1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

4 4 4 4 4
S S S f− = − = − = − = − . 故应选 C. 
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 （    ）. 

（A） sin1 cos1.+                    （B） 2sin1 cos1.+  

（C） 2sin1 2cos1.+                  （D） 2sin1 3cos1.+  

（2018 数一） 

解  原式
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则原式 2sin1 cos1= + . 故应选 B. 

 

三、填空题 

1、已知函数
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解析：令 
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   两端求导得， 
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4、函数𝑓(𝑥) = 𝑥22𝑥在𝑥 = 0处的 n 阶导数𝑓(𝑛)(0) =      .  

(2015 数二) 

解析：由莱布尼兹公式得𝑓(𝑛)(𝑥) = ∑ 𝐶𝑛
𝑘(𝑥2)(𝑘)(2𝑥)(𝑛−𝑘)𝑛

𝑘=0  

                   = 𝑥2 ∙ (2𝑥)(𝑛) + 𝑛 ∙ 2𝑥 ∙ (2𝑥)(𝑛−1) +
𝑛(𝑛−1)

2
∙ 2 ∙ (2𝑥)(𝑛−2) 

                   = 𝑥2 ∙ 2𝑥(𝑙𝑛2)𝑛 + 2𝑛𝑥 ∙ 2𝑥(𝑙𝑛2)𝑛−1 + 𝑛(𝑛 − 1) ∙

2𝑥(𝑙𝑛2)𝑛−2 

所以𝑓(𝑛)(0) = 𝑛(𝑛 − 1)(ln2)𝑛−2. 



故𝑎 =
1

2
. 

5、设函数𝑓(𝑥) = tan−1 𝑥 −
𝑥

1+𝑎𝑥2,且𝑓(0)⃛ =1,则𝑎 =. 

（2016 数一） 

 解析：
1

2
 

    
1

1+𝑥2 = ∑ (−1)𝑛𝑥2𝑛∞
𝑛=0  ，则 

tan−1 𝑥 = ∫
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

𝑥

0

= ∑ ∫ (−1)𝑛𝑥2𝑛
𝑥

0

𝑑𝑥

∞

0

 

                                                             = ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

2𝑛+1
∞
0 = 𝑥 −

𝑥3

3
+

𝑥5

5
−

𝑥7

7
+ ⋯， 

1

1 + 𝑎𝑥2
= 𝑥 ∙

1

1 + (𝑎𝑥)2
= 𝑥 ∙ ∑(−𝑎𝑥2)𝑛

∞

0

 

                      = 𝑥 ∙ (1 − 𝑎𝑥2 + 𝑎2𝑥4 − 𝑎3𝑥6 + ⋯ ) 
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