
模块二: 一元函数微分学（一） 

一． 解答题 

(1) 设函数 )(xfy = 由方程 06223 =+++ yxxyy 确定，求 )(xf 的极值. 

(2014 数一) 

解析：对于方程 06223 =+++ yxxyy ，两端同时对 x 求导，得 

     0223 222 =++++ yxxyyxyyyy ， 

     令 0=y ，得 xy 2−= ，或 0=y (舍去)。    

     把 xy 2−= 代入方程得 066 3 =+− x ，解得 1=x ， 2)1( −== fy ， 

     针对 0223 222 =++++ yxxyyxyyyy ，两端同时对 x 求导，得 

     02)24()26()23( 222 =+++++++ yyyxyxyyxxyy ， 

     求得 0
9

4
)1()1( == fy ，由第二充分条件， 

     1=x 是函数 )(xfy = 的极小值点，且极小值 2)1( −=f . 

(2) 已知函数 )(xy 由方程 023333 =−+−+ yxyx 确定，求 )(xy 的极值。 

(2017 数一) 

解析：针对方程 023333 =−+−+ yxyx ，两端同时对 x 求导得， 

   03333 22 =+−+ yyyx ，令 0=y ，得 1,1−=x  

把 1,1−=x 分别代回原方程，得 1)1(,0)1( ==− yy ， 

对方程 03333 22 =+−+ yyyx ，两端再次对 x 求导得， 

033)(66 22 =+++ yyyyyx ，所以， 02)1( =−y ，函数 )(xy 取极小值，

极小值为 0)1( =−y ; 01)1( −=y ,函数 )(xy 取极大值，极大值为 1)1( =y . 

(3) 设函数 )(xf 在区间[0,1]上具有 2 阶导数，且 0
)(

lim,0)1(
0


+→ x

xf
f

x

，证明： 

(I) 方程 0)( =xf 在区间(0,1)内至少存在一个实根; 

(II) 方程 0))(()()( 2 =+ xfxfxf 在区间(0,1)内至少存在两个不同实根。 



(2017 数一) 

解析： (I)由题意，函数 )(xf 在 0=x 处连续，又因为
x

xf

x

)(
lim

0+→

存在，所以

0)(lim)0(
0

==
→

xff
x

，根据极限的保号性，存在 )1,0(a ，使 0
)(


a

af
，则 0)( af ， 

因为 )(xf 在 ]1,[a 上连续，且 0)1( f ， 0)( af ，由零点定理，至少存在一个

)1,0()1,(  a ，使 0)( =f ，即 0)( =xf 在区间(0,1)内至少存在一个实根 ; 

(II) )(xf 在 ],0[  上连续，在 ),0(  内可导，且 )()0( ff = ，由罗尔定理，则至少

存在一 ),0(1   ，使 0)( 1 = f ， 

令 )()()( xfxfxF = ， )(xF 在 ]1,0[ 上 连 续 ， 在 )1,0( 内 可 导 ， 且

0)()()0( 1 ===  FFF ，由罗尔定理，则至少存在一个 ),0( 12   ，一个 ),( 13   ，

使 0)()( 32 ==  FF ，即 32 , 是方程 0))(()()( 2 =+ xfxfxf 在区间(0,1)内两个

不同的实根。 

(4)设函数 )(xf 在区间[0，2]上具有连续导数， 0)2()0( == ff ， |})({|max
]2,0[

xfM
x

= ，

证明：(I) 存在 )2,0( ，使得 Mf  |)(|  . (II) 若对任意的 ， Mxf  |)(| ，

则 0=M . 

(2020 数一) 

解析：(I) 若 0=M ，则 0)( xf ，结论成立。 

若 0M ，设 |)(| xf 在c ( 20  c )处取得最大值，即 Mcf =|)(| ，若 10  c ，由

拉格朗日中值定理，存在 ),0(1 c ，会使得 

c

M

c

fcf
f =

−

−
=

0

)0()(
)( 1 ，从而 M

c

M
f = |)(|  ； 

若 1=c ， Mf = |)(|  ；若 21  c ，由拉格朗日中值定理，存在 )2,(2 c ，会使

得 

c

cf

c

cff
f

−

−
=

−

−
=

2

)(

2

)()2(
)( 2 ，从而 M

c

M
f 

−
=

2
|)(|  ，综上所述，当 0M 时，

存在 )2,0( ，使得 Mf  |)(|  .  

(II) 若 0M ，则 2,0c  

)2,0(x



有 McdxxfdxxffcfcfM
cc

=−==  00
|)(||)(||)0()(||)(| ， 

还有 )2(|)(||)(||)()2(||)(|
22

cMdxxfdxxfcffcfM
cc

−=−==  ， 

上述两式相加可得， McMMcM 2)2(2 =−+ ，由此产生矛盾，故假设不成立，

所以 0=M .  

(5) 已知函数 )(xf 连续且 1
)(

lim
0

=
→ x

xf

x
, =

1

0
)()( dtxtfxg ，求 )(xg 并证明 )(xg 在

0=x 处连续。 

(2020 数二) 

解析：因为 )(xf 连续且 1
)(

lim
0

=
→ x

xf

x
，所以 0)0()(lim

0
==

→
fxf

x
，令 xtu = ，则 

     duuf
x

du
x

ufdtxtfxg
xx

 ===
00

1

0
)(

11
)()()( ，所以当 0x 时， 

     
2

0
)()(

)(
x

duufxxf
xg

x

−
= ，而当 0=x 时，由导数定义， 

     
2

0

0

1

00

00

)(
lim

)0()(
1

lim
)0()(

lim)0(
x

duuf

x

dtfduuf
x

x

gxg
g

x

x

x

xx


→→→

=

−

=
−

=  

          
2

1

2

)(
lim

0
==

→ x

xf

x
，综上所述， 

     














−

=

=


0,

)()(

0,
2

1

)(

2

0 x
x

duufxxf

x

xg x

当

 

2

0

002

0

00

)(
lim

)(
lim

)()(
lim)(lim

x

duuf

x

xf

x

duufxxf
xg

x

xx

x

xx


→→→→

−=
−

=  

        )0(
2

1

2

1
1

2

)(
lim1

0
g

x

xf

x
==−=−=

→
， 

所以 )(xg 在 0=x 处连续。 

(6)求方程 0arctan =− xxk 不同实根的个数,其中k 为参数. 

(2011 数一) 

解析： 令 xxkxf −= arctan)( ,则 

.
1

1
1

1
)(

2

2

2 x

xk

x

k
xf

+

−−
=−

+
=  



)1 当 1k 时, 0
1

])1[(
)(

2

2


+

+−−
=

x

xk
xf ,因此, )(xf 单调减少, 

此时 )(xf 只有一个零点,即 ,0)0( =f 即原方程 0arctan =− xxk 只有一个实

数根 ;0=x  

)2 当 1k 时,由 0)( = xf 得 ,1
1

−−= kx ,1
2

−= kx  

当 )1,( −−− kx 时, 0)(  xf ,因此, )(xf 单调减少; 

当 )1,1( −−− kkx 时, 0)(  xf ,因此, )(xf 单调增加; 

当 ),1( +− kx 时, 0)(  xf ,因此, )(xf 单调减少; 

所以 1
1

−−= kx 是极小值点, 1
2

−= kx 是极大值点; 

由 于 ,0)0( =f 则 )(xf 的 极 大 值 0)1( −kf , )(xf 的 极 小 值

0)1( −− kf . 

又 ,0)0(,)(lim,)(lim =−=+=
+→−→

fxfxf
xx

 

综上所述: )(xf 在 1k 时有 3 个不同的零点且分别位于 )1,( −−− k ,

)1,1( −−− kk , ),1( +−k 内. 

(7)已知函数
a

x

x

dtt
xF

 +
=

0

2 )1ln(
)( ，设 0)(lim)(lim

0
==

+→+→
xFxF

xx
，试求a 的取

值范围. 

(2011 数二) 

解析：由题设条件知 

0
)1ln(

lim)(lim
0

2

=
+

=
+→+→


x

dtt
xF

x

xx
,因此 0 ，且有 

1

2
0

2

)1ln(
lim

)1ln(
lim)(lim0

−+→+→+→ 

+
=

+
==


x

x

x

dtt
xF

x

x

xx
 

,
1

lim
)1(

2

)1(

1

1

2
lim

1
2

3

22 x

x

xx

x

xx +−
=

−


+
=

−

+→−+→



 
得 23 − ，即 1 . 

 



又因为 0)(lim
0

=
+→

xF
x

, 

即
1

2

0
1

2

0

0

2

00
lim

)1ln(
lim

)1ln(
lim)(lim0

−
→

−
→


→→ 

=


+
=

+
==

++++


x

x

x

x

x

dtt
xF

xx

x

xx

. 

于是 ,12 − 即 3 . 

综上得:若要题设条件成立,则参数 的取值范围是 .31   

(8)设函数 )(xyy = 由参数方程










+−=

++=

3

1

3

1

3

1

3

1

3

3

tty

ttx

确定,求 )(xyy = 的极值和曲线

)(xyy = 的凹凸区间及拐点. 

(2011 数二) 

解析：由题设条件知 ,1)(,1)( 22 +=−= ttxtty 则
1

1

)(

)(
2

2

+

−
=




=

t

t

tx

ty

dx

dy
， 

322

2

)1(

4

)(

1
)(

+
=


=

t

t

txdx

dy

dt

d

dx

yd
，令 0

1

1
2

2

=
+

−
=

t

t

dx

dy
得 1=t . 

当 1−=t 时, 1−=x ,且 0
2

1
| 12

2

−=−=x
dx

yd
,由此知 1=y 是函数的一个极大值； 

当 1=t 时,
3

5
=x ,且 0

2

1
|

3

52

2

=
=xdx

yd
,由此知

3

1
−=y 是函数的一个极小值； 

令 0
)1(

4
322

2

=
+

=
t

t

dx

yd
得 0=t ， 

当 0t 时, 0
2

2


dx

yd
,此时 








−

3

1
,x ，曲线是凸的； 

当 0t 时, 0
2

2


dx

yd
,此时 








+ ,

3

1
x ，曲线是凹的； 

由拐点定义知 








3

1
,

3

1
是拐点. 

(9)(I)证明：对任意的正整数 n，都有
nnn

1
)

1
1ln(

1

1
+

+
成立. 



(II)设 ),2,1(ln
1

2

1
1  =−+++= nn

n
an

,证明数列 }{ na 收敛. 

(2011 数二) 

解析：(I)利用拉格朗日微分中值定理,令 ),1ln()( xxf += 则 )(xf 在闭区间 








n

1
,0 上

满足格朗日微分中值定理的条件,于是有 

          )
1

0(
1

)()0()
1

(
nn

ff
n

f =−  ,即  

,
)1(

1
1ln)

1
1ln()

1
1ln(

nnn +
=−+=+  


n

1
0  , ,1

1

1

1
1

1


+


+




n

 

则 ,
1

)1(

1

1

1

nnn


+


+ 
故有 .

1
)

1
1ln(

1

1

nnn
+

+
 

(II)由(I)的结论知
nn

1
)

1
1ln( + ,因此有 ,

1
ln)1ln(

n
nn −+  

令 nn ,,3,2,1 = 得 ,11ln2ln −  

,
2

1
2ln3ln −  

,
3

1
3ln4ln −  

 

,
1

ln)1ln(
n

nn −+  

将上述各不等式两端分别相加得 

          ,
1

3

1

2

1
1)1ln(

n
n +++++   

于是 ,0
1

1
)1ln(

1

11

3

1

2

1
11 

+
+−

+
+++++=+

n
n

nn
an   

即数列 }{ na 是有下界. 

又因为 ,0
1

1
)

1
1ln(ln)1ln(

1

1
1 

+
−+=−++

+
−=− +

nn
nn

n
aa nn

 

即数列 }{ na 是单调下降的. 

综上知数列 }{ na 单调下降且有界.根据极限存在准则知 n
n

a
→

lim 存在且有限, 数列



}{ na 收敛. 

(10)(1)设函数 )(xy 是微分方程 2

2x

exyy
−

=+ 满足条件 0)0( =y 的特解. 

(I)求 )(xy ； 

(II)求曲线 )(xyy = 的凹凸区间及拐点. 

(2019 数一) 

解析： (I)这是一阶线性微分方程,由公式法可得方程的通解为 

      22

22

)()(
xx

xdxxdx

ecxcdxeeey
−

−−

+=+=  , 

      因为 0)0( =y ,可知 0=c ,则 2

2x

xey
−

= . 

  (II) ,)1()(
2

2

2

2

2

2

22

xxx

exexey
−−−

−=−+= ,)3(
2

2

2

x

exxy
−

−=  

     令 0=y 得 .3,0 == xx  

 )3,( −−   )0,3(−  0 )3,0(   ),3( +  

y   _ 0 + 0 _ 0 + 

y  凸 拐点 凹 拐点 凸 拐点 凹 

则函数的凸区间为： )3,( −− ， )3,0( ， 

凹区间： )0,3[− ， ),3( + ， 

拐点： )3,3( 2

3
−

−− e , ),0,0( )3,3( 2

3
−

e . 

(11) 已知函数 )(= xyy 满足微分方程𝑥2 + 𝑦2𝑦′ = 1 − 𝑦′，且 0=)2(y ,求 )(xy 的极

大值与极小值. 

(2014 数二) 

解析：由𝑥2 + 𝑦2𝑦′ = 1 − 𝑦′，得𝑦′ =
1−𝑥2

1+𝑦2，令𝑦′ = 0，得𝑥 = ±1， 

当𝑥 < −1时，𝑦′ < 0；当−1 < 𝑥 < 1时，𝑦′ > 0；当𝑥 > 1时，𝑦′ < 0. 

因此，𝑥 = −1为极小值点，𝑥 = 1为极大值点. 

由𝑥2 + 𝑦2𝑦′ = 1 − 𝑦′，分离变量得(1 + 𝑦2)𝑑𝑦 = (1 − 𝑥2)𝑑𝑥 

求得方程的通解为𝑦3 + 3𝑦 + 𝑥3 − 3𝑥 = 𝐶. 

3− 3



代入𝑦(2) = 0，得𝐶 = 2，因此有𝑦3 + 3𝑦 + 𝑥3 − 3𝑥 = 2. 

所以，𝑦(𝑥)的极小值为𝑦(−1) = 0，𝑦(𝑥)的极大值为𝑦(1) = 1. 

(12) (Ⅰ)设函数𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)可导，利用导数定义证明[𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]′ = 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥) +

𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥)； 

(Ⅱ)设函数𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), ⋯ , 𝑢𝑛(𝑥)可导，𝑓(𝑥) = 𝑢1(𝑥)𝑢2(𝑥) ⋯ 𝑢𝑛(𝑥)，写出𝑓(𝑥)

的求导公式. 

(2015 数一) 

解析：(Ⅰ)因为函数𝑢(𝑥), 𝑣(𝑥)可导，所以 

        lim
Δ𝑥→0

𝑢(𝑥+Δ𝑥)−𝑢(𝑥)

Δ𝑥
= 𝑢′(𝑥), lim

Δ𝑥→0

𝑣(𝑥+Δ𝑥)−𝑣(𝑥)

Δ𝑥
= 𝑣′(𝑥)，且 lim

Δ𝑥→0
𝑣(𝑥 + Δ𝑥) =

𝑣(𝑥) 

        由导数定义知[𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)]′ = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑢(𝑥+𝛥𝑥)𝑣(𝑥+𝛥𝑥)−𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)

𝛥𝑥
 

                       = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑢(𝑥+𝛥𝑥)𝑣(𝑥+𝛥𝑥)−𝑢(𝑥)𝑣(𝑥+𝛥𝑥)+𝑢(𝑥)𝑣(𝑥+𝛥𝑥)−𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)

𝛥𝑥
 

                       = lim
Δ𝑥→0

𝑢(𝑥+Δ𝑥)−𝑢(𝑥)

Δ𝑥
∙ 𝑣(𝑥 + Δ𝑥) + lim

Δ𝑥→0
𝑢(𝑥) ∙

𝑣(𝑥+Δ𝑥)−𝑣(𝑥)

Δ𝑥
 

                       = 𝑢′(𝑥)𝑣(𝑥) + 𝑢(𝑥)𝑣′(𝑥) 

(Ⅱ)  𝑓′(𝑥) = 𝑢1
′ (𝑥)𝑢2(𝑥) ⋯ 𝑢𝑛(𝑥) + 𝑢1(𝑥)𝑢2

′ (𝑥) ⋯ 𝑢𝑛(𝑥) + ⋯ +

𝑢1(𝑥)𝑢2(𝑥) ⋯ 𝑢𝑛
′ (𝑥). 

(13)已知函数𝑓(𝑥) = ∫ √1 + 𝑡2𝑑𝑡
1

𝑥
+ ∫ √1 + 𝑡𝑑𝑡

𝑥2

1
,求𝑓(𝑥)零点的个数. 

(2015 数二) 

解析：由题意知𝑓′(𝑥) = −√1 + 𝑥2 + 2𝑥√1 + 𝑥2 = (2𝑥 − 1)√1 + 𝑥2， 

令𝑓′(𝑥) = 0，得驻点𝑥 =
1

2
. 

当𝑥 ∈ (−∞,
1

2
)时，𝑓′(𝑥) < 0，𝑓(𝑥)单调减少，则𝑓(𝑥)在此区间最多有一个

零点； 

当𝑥 ∈ (
1

2
, +∞)时，𝑓′(𝑥) > 0，𝑓(𝑥)单调增加，则𝑓(𝑥)在此区间最多有一

个零点； 

      在区间(
1

2
, +∞)内，有𝑓(1) = 0，因此𝑥 = 1是此区间内的唯一零点. 



      在 区 间 (−∞,
1

2
) 内 ， 由 于 𝑓(−1) = ∫ √1 + 𝑡2𝑑𝑡

1

−1
+ ∫ √1 + 𝑡𝑑𝑡

1

1
=

2 ∫ √1 + 𝑡2𝑑𝑡
1

0
> 0. 

                   且 𝑓(0) = ∫ √1 + 𝑡2𝑑𝑡
1

0
+ ∫ √1 + 𝑡𝑑𝑡

0

1
= ∫ (√1 + 𝑡2 −

1

0

√1 + 𝑡)𝑑𝑡 < 0, 

                   因此在(−1,0)内有唯一的零点. 

综上，函数𝑓(𝑥)共有 2 个零点. 

(14) 已知函数𝑓(𝑥)在区间[𝑎, +∞)上具有 2 阶导数，𝑓(𝑎) = 0, 𝑓′(𝑥) > 0, 𝑓′′(𝑥) >

0，设𝑏 > 𝑎，曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)在点(𝑏, 𝑓(𝑏))处的切线与 x 轴的交点是(𝑥0, 0)，

证明𝑎 < 𝑥0 < 𝑏. 

(2015 数二) 

解析：曲线𝑦 = 𝑓(𝑥)在点(𝑏, 𝑓(𝑏))处的切线方程为𝑦 − 𝑓(𝑏) = 𝑓′(𝑏)(𝑥 − 𝑏), 

      切线与 x轴的交点的横坐标为𝑥0 = 𝑏 −
𝑓(𝑏)

𝑓′(𝑏)
. 

      由于𝑓′(𝑥) > 0，因此𝑓(𝑥)单调增加，则当𝑏 > 𝑎时有𝑓(𝑏) > 𝑓(𝑎) = 0. 

      又有𝑓′(𝑏) > 0，因此
𝑓(𝑏)

𝑓′(𝑏)
> 0，从而𝑥0 < 𝑏. 

      要想证明𝑥0 > 𝑎，等价于𝑏 −
𝑓(𝑏)

𝑓′(𝑏)
> 𝑎，因为𝑓′(𝑏) > 0，因此等价于证明

𝑓′(𝑏)(𝑏 − 𝑎) > 𝑓(𝑏). 

      事实上，因为𝑓(𝑎) = 0，所以𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎). 

由拉格朗日中值定理知𝑓(𝑏) = 𝑓′(𝜉)(𝑏 − 𝑎), 𝑎 < 𝜉 < 𝑏. 

且由于𝑓′′(𝑥) > 0，则𝑓′(𝑥)单调增加，从而𝑓′(𝜉) < 𝑓′(𝑏)， 

因此有𝑓′(𝜉)(𝑏 − 𝑎) < 𝑓′(𝑏)(𝑏 − 𝑎)，即𝑓(𝑏) < 𝑓′(𝑏)(𝑏 − 𝑎).原题得证. 

(15) 已知函数𝑓(𝑥) = {
𝑥2𝑥,         𝑥 > 0
𝑥𝑒𝑥 + 1, 𝑥 ≤ 0

,求𝑓′(𝑥)，并求𝑓(𝑥)的极值. 

(2019 数二) 

解：当𝑥 > 0时，𝑓′(𝑥) = 2𝑥2𝑥(ln 𝑥 + 1);  

当𝑥 < 0时，𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥(𝑥 + 1). 

因为 lim
𝑥→0+

𝑥2𝑥−1

𝑥
= lim

𝑥→0+

𝑒2𝑥 ln 𝑥−1

𝑥
= lim

𝑥→0+

2𝑥 ln 𝑥

𝑥
= −∞,所以𝑓′(0)不存在. 

综上𝑓′(𝑥) = {
2𝑥2𝑥(ln 𝑥 + 1),       𝑥 > 0,
𝑒𝑥(𝑥 + 1),                𝑥 < 0.

 



令𝑓′(0) = 0，得驻点𝑥 = −1, 𝑥 =
1

𝑒
. 

当𝑥 < −1或0 < 𝑥 <
1

𝑒
时，𝑓′(𝑥) < 0； 

当−1 < 𝑥 < 0或𝑥 >
1

𝑒
时, 𝑓′(𝑥) > 0. 

所以，𝑓(𝑥)在区间(−∞， − 1)和(0，
1

𝑒
)内单调减少， 

在区间(−1，0)和(
1

𝑒
， + ∞)内单调增加， 

从而𝑓(𝑥)的极小值为𝑓(−1) = 1 −
1

𝑒
，𝑓 (

1

𝑒
) = 𝑒−

2

𝑒,极大值为𝑓(0) = 1. 

(16) 已知函数𝑓(𝑥)在[0,1]上具有二阶导数，且𝑓(0) = 0，𝑓(1) = 1，∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1
1

0
, 

证明：(I)存在𝜉 ∈ (0,1)，使得𝑓′(𝜉) = 0; 

(II) 存在𝜂 ∈ (0,1), 使得𝑓"(𝜂) < −2. 

(2019 数二) 

解: 

(I)证法一：由牛顿-莱布尼茨公式可得 

            ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(1) − 𝐹(0)
1

0
, 

其中,𝐹(𝑥)为𝑓(𝑥)在[0,1]上的一个原函数， 

对𝐹(1) − 𝐹(0)运用拉格朗日中值定理可得： 

         ∃𝜂1𝜖(0,1),使得𝐹(1) − 𝐹(0) = 𝐹′(𝜂1)， 

即∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

0
 𝑓(𝜂1),故𝑓(𝜂1) = 1. 

又由于𝑓(𝑥)在[𝜂1, 1]上连续，在(𝜂1, 1)上可导，且𝑓(𝜂1) = 𝑓(1) = 1, 

由拉格朗日定理可得：∃𝜉𝜖(𝜂1, 1) ⊂ (0,1)，使得𝑓′(𝜉) = 0. 

证法二： 

证明𝑓(𝑥)在[0,1]上的最大值必然大于 1，否则， 

若∀𝑥 ∈ [0,1]，都有𝑓(𝑥) ≤ 1，则∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 1
1

0
,而由𝑓(0) = 0 

可知，该等式不取等号，矛盾， 

则必∃𝜂2𝜖(0,1),使得
2

0 1
( ) max{ ( )} 1

x
f f x

 
= 

,则由费马引理， 

         ∃𝜉𝜖(0,1)，使得𝑓′(𝜉) = 0. 

(II)令𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑥2, 𝑥 ∈ [0,1]. 



则由题设可知，𝑔(0) = 0，𝑔(1) = 2，∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 =
4

3

1

0
. 

反证法，假设对任意的𝑥 ∈ (0,1), 𝑓"(𝑥) ≥ −2, 

则𝑔"(𝑥) ≥ 0,进一步可得𝑔(𝑥) ≤ 2𝑥, 

从而∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥 ≤ ∫ 2𝑥𝑑𝑥 = 1
1

0

1

0
,矛盾，故假设不成立 

所以∃𝜂𝜖(0,1),使得𝑓"(𝜂) < −2. 

(17) 设奇函数 ( )f x 在[-1,1]上具有 2 阶导数，且 (1) 1f = ，证明： 

（Ⅰ）存在 (0,1)  ，使得 '( ) 1f  = ； 

（Ⅱ）存在 ( )1,1  − ，使得 ''( ) '( ) 1f f + = . 

(2013 数二) 

证明：（Ⅰ）设 ( ) ( )  1,1, −−= xxxfxF ， 

   ( ) ( ) .00 = fxf 是奇函数，  

   从而 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0, 0 0 0 0F f F f= − = = − = ， 

   且 ( )xF 在  10，上连续，在 ( )10，内可导.由罗尔中值定理，存在 ( )10， 使得

( ) ( ) .01' =−=  ff 即 ( ) .1' =f  

     （Ⅱ）设  ( ) ( ) ( ) ,' xxfxfxG −+=    .11 − x  

       
( )  

( )  上是偶函数，在

上是奇函数，在

1,1

1,1

' −

−

xf

xf
 

      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).11111

,11111

''

''

fffG

fffG

=+−+−=−

=−+=
 

  故 ( ) ( )11 −=GG ，且 ( )xG 在  1,1− 内连续，在 ( )1,1− 内可导.由罗尔中值定理，

( )1,1− 使得 

             ( ) ( ) ( ) 01'''' =−+=  ffG  

  即 ( ) ( ) .1''' =+  ff  

   另解 1：设 ( ) ( )( ),1' −= xfexG x 则由（1）： ( ) .0=G  



   又由于 ( )xf 为奇函数，故 ( )xf ' 为偶函数，可知 ( ) .0=−G  

   则 ( ) ( ) ( ) .01,1, ' =−−  G使  

   即 ( )  ( ) .01 ''' =+−   fefe  

   亦即 ( ) ( ) .1''' =+  ff  

   另解 2：令 ( ) ( )( ),1' −= xfexG x 则 ( ) .0=G  

由于 ( )xf 为奇函数，故 ( )xf ' 为偶函数，得 ( ) .0=−G  

( )    上可导在 1,1, −− xG ，由罗尔定理知 

( ) ( ) ( ) .01,1, ' =−−  G，  

即 ( ) ( ) .1''' =+  ff  

(18) 设函数
x

xxf
1

ln)( ==  

（Ⅰ）求 ( )f x 的最小值； 

（Ⅱ）设数列{ }nx 满足 1
1

ln +
n

n
x

x .证明 lim n
n

x
→

存在，并求此极限. 

(2013 数二) 

解  （Ⅰ）
x

xxf
1

ln)( += ， 

对 x 求导
2

' 11
)(

xx
xf −= . 

令 0)(' =xf  即 ,0
11

2
=−

xx
.1,0

1
2

==
−

x
x

x
 

又 0)1('' f ，故 1=x 是 )(xf 的唯一极小值，故为 )(xf 的最小值. 

故 )(xf 的最小值为 1
1

1
1ln)1( =+=f . 

（Ⅱ）由于 1
1

ln +
n

n
x

x ，则
nn xx

11

1


+

， 

又 0nx  故
nn xx +1
，故

nx 单调递增. 



又由于 1
1

1
lnln 

+
+

n

nn
x

xx ，则 exn  ，故
nx 有上界.则由单调有界收敛

定理可知， lim n
n

x
→

存在. 

令 lim n
n

x a
→

= ，则 1 1
lim ln lnn
n

n

x a
x a→

 
+ = + 

 
， 

由于 1
1

1
ln 

+
+

n

n
x

x ，则 1
1

ln +
a

a ，又 1
1

ln +
a

a ，故 1
1

ln =+
a

a , 

故 .1=a  

(19) 设奇函数 ( )f x 在[-1,1]上具有 2 阶导数，且 (1) 1f = ，证明： 

（Ⅰ）存在 (0,1)  ，使得 '( ) 1f  = ； 

（Ⅱ）存在 ( )1,1  − ，使得 ''( ) '( ) 1f f + = . 

(2013 数一) 

证明：（Ⅰ）设 ( ) ( )  1,1, −−= xxxfxF ， 

   ( ) ( ) .00 = fxf 是奇函数，  

   从而 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 0, 0 0 0 0F f F f= − = = − = ， 

   且 ( )xF 在  10，上连续，在 ( )10，内可导.由罗尔中值定理，存在 ( )10， 使得

( ) ( ) .01' =−=  ff 即 ( ) .1' =f  

     （Ⅱ）设  ( ) ( ) ( ) ,' xxfxfxG −+=      .11 − x  

       
( )  

( )  上是偶函数，在

上是奇函数，在

1,1

1,1

' −

−

xf

xf
 

      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).11111

,11111

''

''

fffG

fffG

=+−+−=−

=−+=
 

  故 ( ) ( )11 −=GG ，且 ( )xG 在  1,1− 内连续，在 ( )1,1− 内可导.由罗尔中值定理，

( )1,1− 使得 



             ( ) ( ) ( ) 01'''' =−+=  ffG  

  即 ( ) ( ) .1''' =+  ff  

   另解 1：设 ( ) ( )( ),1' −= xfexG x 则由（1）： ( ) .0=G  

   又由于 ( )xf 为奇函数，故 ( )xf ' 为偶函数，可知 ( ) .0=−G  

   则 ( ) ( ) ( ) .01,1, ' =−−  G使  

   即 ( )  ( ) .01 ''' =+−   fefe  

   亦即 ( ) ( ) .1''' =+  ff  

   另解 2：令 ( ) ( )( ),1' −= xfexG x 则 ( ) .0=G  

由于 ( )xf 为奇函数，故 ( )xf ' 为偶函数，得 ( ) .0=−G  

( )    上可导在 1,1, −− xG ，由罗尔定理知 

( ) ( ) ( ) .01,1, ' =−−  G，  

即 ( ) ( ) .1''' =+  ff  

(20) （1）证明方程 11 =+++ − xxx nn  (n 为大于 1 的整数)在区间 )1,
2

1
( 内有且仅

有一个实根； 

(2)  记（1）中的实根为 nx ，证明 n

n
x

→
lim 存在，并求此极限。 

(2012 数二) 

解 （1）令 1)( 1 −+++= − xxxxf nn
n  ，则 )(xfn 在 ]1,

2

1
[ 上连续，且 

0
2

1

2

1
1

)
2

1
1(

2

1

1
2

1
)

2

1
()

2

1
()

2

1
( 1 −=

−

−

=−+++= −

n

n
nn

nf   

01)1( −= nfn ，即 )
2

1
(nf 与 )1(nf 异号，于是由连续函数的零点存在性定理知，

)(xfn 在区间 )1,
2

1
( 内至少存在一个零点。又因为 

)1,
2

1
(,012)1()( 21 +++−+= −− xxxnnxxf nn

n   



故知 )(xfn 在区间 )1,
2

1
( 上单调增加，所以 )(xfn 在区间 )1,

2

1
( 内至多有一个零点。 

综上得 )(xfn 在 )1,
2

1
( 内有唯一零点，也即方程 11 =+++ − xxx nn  在区间 )1,

2

1
( 内

有且仅有一个实根； 

（2）由（1）知 )(xfn 在 )1,
2

1
( 内有唯一零点，记为 nx ， 

则 )1,
2

1
(nx 。记 )(1)( 11

1 xfxxxxxf n
nnn

n +=−+++= ++
+   

0
2

1

2

1
1

)
2

1
1(

2

1

1
2

1
)

2

1
()

2

1
()

2

1
(

1

1
1

1 −=

−

−

=−+++=
+

+
+

+ n

n
nn

nf   

0)()( 11
1 =+= ++
+

n
n

n
n xxfxxf （因为 nx 是 )(xfn 的一个零点） 

故 )(1 xfn+ 在 ),
2

1
( nx 内必存在唯一零点 1+nx  

即
nn xx  +1

2

1 ，数列 nx 单调减少且有界，故必存在极限。将 nx 的极限记为 a，

)1,
2

1
[a 。又因为 

01)( 1 =−+++= −
n

nn
nn xxxxf nn  ，也即 11 =+++ −

n
nn xxx nn   

故有 1
1

1

=
−

− +

n

n
nn

x

xx 。两端取极限有 1
1

0

1
lim

1

=
−

−
=

−

− +

→ a

a

x

xx

n

n
nn

x

 

解得
2

1
=a ，故

2

1
lim =

→
n

x
x  


