
模块三: 一元函数积分学（二） 

(21) 已知连续函数 )(xf 满足 2

00
)()( axdttxtfdttf

xx

=−+   

（1）求 )(xf  

（2）若 )(xf 在区间 ]1,0[ 上的平均值为 1，求 a的值。 

(2018 数二) 

解（1）令 txu −= ，则 

  −=−=−
x xxx

duuufduufxduufuxdttxtf
0 000

)()()()()(  

由题意知 

2

0 00
)()()( axduuufduufxdttf

x xx

=−+    

对上式两端求导得 

axduufxf
x

2)()(
0

=+   

所以 )(xf 可导， 0)0( =f ，且 

axfxf 2)()( =+  

aCedxaeCexf xxx 22()( +=+= −−

 ）  

由 0)0( =f ，得 aC 2−= ，从而 

)1(2)( xeaxf −−=  

（2）
e

a
duea x 2

)1(2
1

0
=−

− ，由题设得 1
2

=
e

a
，

2

e
a =  

一． 选择题 

(1) 若 })sincos({min)sincos( 2

11
,

2

11 dxxbxaxdxxbxax
Rba  −−

−−=−−







， 则

=+ xbxa sincos 11       A         . 

(A) xsin2      (B) xcos2      (C) xsin2      (D) xcos2  

(2014 数一) 

解析：  

 −−
++++−=−−








dxxxabxbxaxbaxxdxxbxax )]sincos2sincos()sincos(2[)sincos( 222222  

dx
x

b
x

axbxx
−

+
+

+−=


0

222 )
2

2cos1

2

2cos1
sin2(2  







0

2

10

2

1
0

0

3 |)2sin
2

1
(|)2sin

2

1
()(cos4|

3

2
xxbxxaxxdbx −++++=   

)4(
3

2
1

2

1

2

1

3 bba −++=   

所以，相当于求 1

2

1

2

1 4bba −+ 的极小值，显然，当 2,0 11 == ba 时积分最小，即

xxbxa sin2sincos 11 =+ ，故选 A. 

(2) 甲、乙两人赛跑，计时开始时，甲在乙前方 10(单位：m)处。图中，实线表

示甲的速度曲线 )/)((1 smtvv 单位：= ，虚线表示乙的速度曲线 )(2 tvv = ，三块阴

影部分面积的数值依次为 10,20,3。计时开始后乙追上甲的时刻记为 0t (单位：s)，

则 

(A) 100 =t       (B) 2015 0  t     (C) 250 =t       (D) 250 t  

(2017 数一) 

解析：令 )(),( 21 tsts 表示甲、乙两人的路程，由题意，计时开始时，甲在乙前方

10m，要想在 0t 时刻追上乙，应有 10)()( 0201 −=− tsts ，根据题干图中阴影部分面

积数值为 10,20,3,可得 

10=t 时，  =−=−
10

0
2121 10)]()([)()( dttvtvtsts  

2015  t 时，  

102010)]()([10)]()([10)()(
25

10
21

10
2121 −=−=−+−=−  dttvtvdttvtvtsts

t

＋  

25=t 时， 

102010)]()([)]()([)]()([)()(
25

10
21

10

0
21

25

0
2121 −=−=−+−=−=−  dttvtvdttvtvdttvtvtsts

25t 时， 

 −+−=−=−
tt

dttvtvdttvtvdttvtvtsts
25

21

25

0
21

0
2121 )]()([)]()([)]()([)()(  

     10)]()([10
25

21 −−+−= 
t

dttvtv ，故选Ｃ. 

 



 

(3) 设二阶可导函数 )(xf 满足 1)0(,1)1()1( −==−= fff ，且 0)(  xf ，则 

(A) − 
1

1
0)( dxxf (B) − 

1

1
0)( dxxf (C) − 

1

0

0

1
)()( dxxfdxxf (D) 

− 
1

0

0

1
)()( dxxfdxxf  

(2017 数二) 

解析： 0)(  xf ，所以 )(xf 的图形为凹的，又因为 1)0(,1)1()1( −==−= fff ， )(xf

为偶函数，C、D 都不对，不妨设 12)( 2 −= xxf , 则 0
3

2
)(

1

1
−=− dxxf ，A 不对, B

对，故选 B. 

(4) =
−

 dx
xx

x1

0 )1(

arcsin
 

(A) 
4

2
        B) 

8

2
        (C) 

4


         (D) 

8


 

(2020 数二) 

解析：令 tdtdxtxtx 22 === ， 

则原式=
4

|)(arcsin)arcsin(arcsin2
1

arcsin
22

)1(

arcsin 2
1

0

1

0

2
1

0 2

1

0 22


===

−
=

−
 ttdtdt

t

t
tdt

tt

t
, 

故选 A. 

(5)设 


= 4

0
,)ln(sin dxxI 



= 4

0
,)ln(cot dxxJ 



= 4

0
,)ln(cos dxxK  

则 KJI ,, 的大小关系是__________. 

(A) KJI        (B) JKI   

 (C) KIJ        (D) IJK   

(2011 数一) 

解析： 当
4

0


 x 时, ,cot1cossin xxx   

于是 ,cotlncoslnsinln xxx  由定积分的性质得 






4

0
)ln(sin dxx  

 

4

0

4

0
,)ln(cot)ln(cos dxxdxx  

即 JKI  ，故应选 B. 

(6) 设 


= 4

0
)ln(sin dxxI , 



= 4

0
)ln(cot dxxJ , 



= 4

0
)ln(cos dxxK ,则 KJI ,,

的大小关系是_______. 

 (A) KJI              (B) JKI    

(C) KIJ             (D) IJK   

(2011 数二) 

解析： 当
4

0


 x 时, ,cot1cossin xxx   

于是 ,cotlncoslnsinln xxx  由定积分的性质得 

 4

0
)ln(sin



dxx  
 

4

0

4

0
,)ln(cot)ln(cos dxxdxx  

即 JKI  ，故应选 B. 

(7)下列反常积分中收敛的是       .  

     (A) ∫
1

√𝑥
𝑑𝑥

+∞

2
    (B) ∫

𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥

+∞

2
     (C) ∫

1

𝑥𝑙𝑛𝑥
𝑑𝑥

+∞

2
     (D) ∫

𝑥

𝑒𝑥 𝑑𝑥
+∞

2
 

(2015 数二) 

解析：选项 A：∫
1

√𝑥
𝑑𝑥

+∞

2
= 2√𝑥 +∞

2 = +∞ 

      选项 B：∫
𝑙𝑛𝑥

𝑥
𝑑𝑥

+∞

2
=

1

2
(𝑙𝑛𝑥)2 +∞

2 = +∞ 

      选项 C：∫
1

𝑥𝑙𝑛𝑥
𝑑𝑥

+∞

2
= ln|𝑙𝑛𝑥| +∞

2 = +∞ 

      选项 D：∫
𝑥

𝑒𝑥 𝑑𝑥
+∞

2
= ∫ 𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥

+∞

2
= (−𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥) +∞

2 = 3𝑒−2. 应选 D. 

(8) 设函数
sin , 0 ,

( )
2, 2 ,

x x
f x

x



 

 
= 

 
0

( ) ( )
x

F x f t dt=  ，则（    ）. 

（A） x = 是函数 ( )F x 的跳跃间断点       （B） x = 是函数 ( )F x 的可

去间断点 

（C） ( )F x 在 x = 处连续但不可导         （D） ( )F x 在 x = 处可导 



(2013 数二) 

解  由
sin , 0 ,

( )
2, 2 .

x x
f x

x



 

 
= 

 
 

知
00

( ) sin cos 2F tdt t
 

 = = − = . 

0 0
lim ( ) lim ( ) lim sin lim (1 cos ) 2

x x

x x x x
F x f t dt tdt x

   − − − −→ → → →
= = = − =  . 

0
lim ( ) lim ( sin 2 ) lim[2 2( )] 2

x

x x x
F x tdt dt x



  


+ + +→ → →
= + = + − =  . 

故有 lim ( ) 2 ( )
x

F x F



→

= = . 于是 ( )F x 在 x = 处连续. 

0 0
( ) 2 sin 2 2( ) ( )

( ) lim lim lim 2

x x

x x x

f t dt tdt dtF x F
F

x x x





  




  + + ++
→ → →

− + −−
 = = = =

− − −

  
， 

0
sin 2( ) ( ) cos 1

( ) lim lim lim 0

x

x x x

tdtF x F x
F

x x x  




  − − −−
→ → →

−− − −
 = = = =

− − −


， 

( ) ( )F F + −
  ，故 ( )F x 在 x = 处不可导. 应选 C. 

(9) 设函数
1

1

1
, 1 ,

( 1)
( )

1
, .

ln

x e
x

f x

x e
x x





−

+


  −

= 
 


 若反常积分
1

( )f x dx
+

 收敛，则（    ）． 

（A） 2  −                     （B） 2   

（C） 2 0−                    （D）0 2   

(2013 数二) 

解  要使
1 11 1

1 1
( )

( 1) ln

e

e
f x dx dx dx

x x x 

+ +

− +
= +

−   收敛， 

需
11

1

( 1)

e

dx
x −− 与

1

1

lne
dx

x x

+

+ 都收敛. 

而对
1

1 11 0

1 1

( 1)

e e

dx dt
x t 

−

− −
=

−  是瑕积分，当 1 1 −  即 2  时收敛. 

( 1)

1

1 1
(ln ) ln

ln (ln )e e
e

dx x d x
x x x



 

+
+ +

− +

+
= = −  ， 

要使其收敛，则 0  ，所以0 2  . 故应选 D. 

 



(10)设
2

2
2

2

(1 )

1

x
M dx

x




−

+
=

+ ， 2

2

1
x

x
N dx

e




−

+
=  ， 2

2

(1 cos )K x dx



−

= + ，则(    )． 

（A） .M N K                    （B） .M K N   

（C） .K M N                    （D） .K N M   

(2018 数一) 

解  利用对称性可计算
2

2 2
2 2

2 2

(1 ) 2
(1 )

1 1

x x
M dx dx

x x

 

  
− −

+
= = + =

+ +  . 

易得 ,K N   . 所以 .K M N   故应选 C. 

(11)设  ==
k

x
k kxdxeI

0
)3,2,1(sin

2

，则有 

（A） 321 III  （B） 123 III  （C） 132 III  （D） 312 III   

(2012 数一、二) 

解  D 

 +=+==








 2

1

2

0

2

0
2 sinsinsinsin

2222

xdxeIxdxexdxexdxeI xxxx  

又  2 x 时 0sin
2

xex 故 0sin
2 2





xdxe x ，故 12 II   

 +=+==
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2
2

3

2

2

0

3

0
3 sinsinsinsin

2222

xdxeIxdxexdxexdxeI xxxx  

又  32  x 时 0sin
2

xex 故 0sin
3

2

2





xdxex ，故 32 II   

 +=+==
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1

3

0

3

0
3 sinsinsinsin

2222

xdxeIxdxexdxexdxeI xxxx  
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+++=
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2
)(
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2
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2

23

0sin][sinsin

)()sin(sin

sinsinsin

2222

22

222

xdxeexdxexdxe

tdtexdxe

xdxexdxexdxe

xxxx

tx

xxx

 

故 31 II   

综上 312 III  ，故应选 D 

(12)设函数 )(xf 在 ]1,0[ 上二阶可导，且 0)(
1

0
= dxxf ，则 

（A）当 0)(  xf 时， 0)
2

1
( f      （B）当 0)(  xf 时， 0)

2

1
( f    

（C）当 0)(  xf 时， 0)
2

1
( f      （D）当 0)(  xf 时， 0)

2

1
( f    



(2018 数二) 

解  D 

当
2

1
)( −= xxf ，满足 0)(

1

0
= dxxf ，而 0)

2

1
( =f ，排除 A,C. 

当
3

2
)( −= xxf ，满足 0)(

1

0
= dxxf ，而 0)(  xf ，而 0

3

2

2

1
)

2

1
( −=f ，排除 B 

故应选 D. 

(13)设
2

2
2

2

(1 )

1

x
M dx

x




−

+
=

+ ， 2

2

1
x

x
N dx

e




−

+
=  ， 2

2

(1 cos )K x dx



−

= + ，则 

（A） .M N K                    （B） .M K N   

（C） .K M N                    （D） .K N M   

(2018 数二) 

解 C 

利用对称性可计算
2

2 2
2 2

2 2

(1 ) 2
(1 )

1 1

x x
M dx dx

x x

 

  
− −

+
= = + =

+ +  . 

易得 ,K N   . 所以 .K M N   故应选 C. 

(14) 若反常积分∫
1

𝑥𝑎(1+𝑥)𝑏 𝑑𝑥
+∞

0
收敛，则_________ 

(A)a<1 且 b>1             (B)a>1 且 b>1 

(C)a<1 且a + b > 1        (D)a>1 且 a + b > 1 

(2016 数一) 

解析：C 

取 a=0,若∫
𝑑𝑥

(1+𝑥)𝑏

+∞

0
=

1

1−𝑏
(1 + 𝑥)1−𝑏|+∞

0
=

1

1−𝑏
[ lim

𝑥→+∞

1

(1+𝑥)𝑏−1
]收敛，只需 b>即可，

说明 a<1 可以使原反常积分收敛，排除 B,D。再取 a=-1,b=2.∫
𝑥

(1+𝑥)2 𝑑𝑥
+∞

0
=

∫
1

1+𝑥
𝑑𝑥

+∞

0
− ∫

1

(1+𝑥)2
𝑑𝑥

+∞

0
= ln(1 + 𝑥) |

+∞
0

+
1

1+𝑥
|
+∞

0
= +∞,发散，说明满

足 a<1 且 b>1,原反常积分发散，排除 A。 

(15)已知函数𝑓(𝑥) = {
2(𝑥 − 1), 𝑥 < 1

𝑙𝑛𝑥, 𝑥 ≥ 1
，则𝑓(𝑥)的一个原函数是 _______. 

（A）𝐹(𝑥) = {
(𝑥 − 1)2, 𝑥 < 1

𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 1), 𝑥 ≥ 1
        （B）𝐹(𝑥) = {

(𝑥 − 1)2, 𝑥 < 1

𝑥(𝑙𝑛𝑥 + 1) − 1, 𝑥 ≥ 1
 



（C）𝐹(𝑥) = {
(𝑥 − 1)2, 𝑥 < 1

𝑥(𝑙𝑛𝑥 + 1) + 1, 𝑥 ≥ 1
    （D）𝐹(𝑥) = {

(𝑥 − 1)2, 𝑥 < 1
𝑥(𝑙𝑛𝑥 − 1) + 1, 𝑥 ≥ 1

 

(2016 数一、二) 

答案：D 

解析：当𝑥 < 1时，𝐹(𝑥) = ∫ 2(𝑥 − 1)𝑑𝑥 = 𝑥2 − 2𝑥 + 𝐶1， 

当𝑥 ≥ 1时，𝐹(𝑥) = ∫ 𝑙𝑛𝑥𝑑𝑥 = 𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 + 𝐶2； 

且 lim
𝑥→1−

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→1−

(𝑥2 − 2𝑥 + 𝐶1) = 𝐶1 − 1 ； lim
𝑥→1+

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→1+

(𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 +

𝐶2) = 𝐶2 − 1， 

又𝐹(𝑥)在𝑥 = 1处连续，因此有 lim
𝑥→1−

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝐹(𝑥) = 𝐹(1)，即𝐶1 − 1 = 𝐶2 −

1， 

所以𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶.故原函数为𝐹(𝑥) = {
𝑥2 − 2𝑥 + 𝐶, 𝑥 < 1,
𝑥𝑙𝑛𝑥 − 𝑥 + 𝐶, 𝑥 ≥ 1.

 

当𝐶 = 1时，对应的原函数为 D. 

(16) 反常积分①∫
1

𝑥2

0

−∞
𝑒

1

𝑥𝑑𝑥，②∫
1

𝑥2

+∞

0
𝑒

1

𝑥𝑑𝑥的敛散性为 _______. 

（A）①收敛，②收敛               （B）①收敛，②发散 

（C）①发散，②收敛               （D）①发散，②发散 

(2016 数二) 

答案：B 

解析：因为∫
1

𝑥2

0

−∞
𝑒

1

𝑥𝑑𝑥 = − ∫ 𝑒
1

𝑥
0

−∞
𝑑 (

1

𝑥
) = −𝑒

1

𝑥|
−∞

0

= − lim
𝑥→0−

𝑒
1

𝑥 + lim
𝑥→−∞

𝑒
1

𝑥 =

0 + 1 = 1， 

所以∫
1

𝑥2

0

−∞
𝑒

1

𝑥𝑑𝑥收敛. 

而∫
1

𝑥2

+∞

0
𝑒

1

𝑥𝑑𝑥 = −𝑒
1

𝑥|
0

+∞

= lim
𝑥→+∞

𝑒
1

𝑥 + lim
𝑥→0+

𝑒
1

𝑥 = +∞， 

所以积分∫
1

𝑥2

+∞

0
𝑒

1

𝑥𝑑𝑥发散，故应该选 B. 

(17)下列反常积分发散的是______. 

(A) ∫ 𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥
+∞

0
.          (B) ∫ 𝑥𝑒−𝑥2

𝑑𝑥
+∞

0
.           

(C) ∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥

1+𝑥2 𝑑𝑥
+∞

0
.          (D) ∫

𝑥

1+𝑥2 𝑑𝑥
+∞

0
. 

(2019 数二) 

解：D 



对于 A 选项，∫ 𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥
+∞

0
= − ∫ 𝑥 𝑑𝑒−𝑥 = −[𝑥𝑒−𝑥|0

+∞ − ∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥
+∞

0
] = 1

+∞

0
收

敛; 

对于 B 选项，∫ 𝑥𝑒−𝑥2
𝑑𝑥

+∞

0
= −

1

2
∫ 𝑒−𝑥2

𝑑(−𝑥2) = −
1

2
𝑒−𝑥2

|0
+∞ =

1

2

+∞

0
收敛; 

对于 C 选项，∫
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥

1+𝑥2 𝑑𝑥
+∞

0
=

∫ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) =
1

2
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)2|0

+∞ =
𝜋2

8

+∞

0
收敛; 

对于 D 选项，∫
𝑥

1+𝑥2
𝑑𝑥 =

1

2
𝑙𝑛(𝑥2 + 1)

+∞

0
|0

+∞ = +∞发散，故应选 D. 

 

二． 填空题 

(1) =
+

+

+

dx
x

x

0 2)1(

)1ln(
               . 

(2017 数二) 

解析：令 dtdxxt =+= ,1 ，则 

      原式= )
11

|
ln

()
1

(ln
ln

1
1

11 2
dt

ttt

t

t
dtdt

t

t

+

+
++

−−=−=  

                  1)1
1

lim()|
1

0
ln

lim( 1 =−−=+−−=
+→

+

+→ ttt

t

tt
 

(2) 若函数 )(xf 满足 )0(0)()()( =++ axfxfaxf ，且 nfmf == )0(,)0( ，则


+

=
0

)( dxxf                . 

(2020 数一) 

解析：微分方程对应的特征方程为 012 =++  a ， 

(1) 若 042 −= a ，即 2a 时，则 1, 2121 =−=+  a ，所以 21, 均小于 0， 

方程通解为 xx
eCeCxf 21

21)(


+= ，所以 xx
eCeCxf 21

2211)(
  += ， 

有 0)(lim)(lim ==
+→+→

xfxf
xx

， 

(2) 若 042 =−= a ，即 2=a 时，则 021 =  ，方程通解为 x
exCCxf 1)()( 21


+= ， 

xx
eCeCCxf 21

22211 )()(
  ++= ，同样有 0)(lim)(lim ==

+→+→
xfxf

xx
， 



(3) 若 042 −= a ，即 20  a 时，则 i
aa

2

4

2

2

2,1

−
−= ， 

方程通解为 )
2

4
sin

2

4
cos()(

2

2

2

1
2 x

a
Cx

a
Cexf

x
a

−
+

−
=

−

， 

)
2

4
sin

2

4

2

4
cos

2

4
()(

2

2

2

1

2

1

2

22 x
aaCaC

x
aaCaC

exf
x

a
−+−

−
−−−

=
−

， 

有 0)(lim)(lim ==
+→+→

xfxf
xx

， 

+
++

+−=+−= 0
00

|))()(())()(()( xafxfdxxfaxfdxxf  

         amnaffxfaxf
xx

+=+++−=
+→+→

))0()0(())(lim)(lim( ，故应填 nma + . 

(3) 斜边长为 a2 等腰直角三角形平板铅直地沉没在水中，且斜边与水面相齐，记

重力加速度为 g，水密度为 ，则该平板一侧所受的水压力为               . 

(2020 数二) 

解析：如图建立坐标系，则直线AB的方程为 ],0[, axxay −= ， ],0[],[ adxxx +

平板一侧所受的水压力元素为 dF，且 dxxagxdF )(2 −=  ，所以 

3

0

32

0

2

0 3

1
|)

3

1

2
(2)(2)(2 gaxx
a

gdxxaxgdxxagxF a
aa

 =−=−=−=   

 

(4) 设 )(xyy = 满 足 02 =++ yyy ， 且 1)0(,0)0( == yy ， 则


+

=
0

)( dxxy                . 

(2020 数二) 

解析： 02 =++ yyy 对应的特征方程为 0122 =++ rr ，解得 121 −== rr ，所以通

解为 xexCCy −+= )( 21 ， xexCCCy −−−= )( 212 ，把 1)0(,0)0( == yy 分别代入得， 



0,1
1

0
12

12

1
==





=−

=
CC

CC

C
,所以 xxey −= , 

则 )|()()(
0

0
000 

+
−+−

+
−

+
−

+

−−=−== dxexeexddxxedxxy xxxx
 

          1)1lim()|0lim( 0 =−−=+−−= −

+→

+−−

+→

x

x

xx

x
eexe  

(5)曲线 )
4

0(tan
0


=

x

xtdty 的弧长 =s _______. 

(2011 数二) 

 

解析：因为 xxy tan)( = . 

所以   dxxys 


+= 4

0

2
)(1 dxx



+= 4

0

2tan1 dxx


= 4

0
sec  

4
0||tansec|ln


xx + ).21ln( +=  

(6) 设函数







=

−

,0,0

,0
)(

,

x

xe
xf

x
,0 则 

+

−
=dxxxf )( _______. 

(2011 数二) 

解析： 由题设条件知 


+

−
+

−
+

−
−==

00
)()( xx exddxxedxxxf  

.
1

|)( 0
0

0


=


−
=+−= +

−
+

−+−


x

xx e
dxexe  

(7) 一根长度为 1 的细棒位于 x 轴的区间 ]1,0[ 上，若其线密度𝜌(𝑥) = −𝑥2 + 2𝑥 +

1，则该细棒的质心坐标 =x       .  

(2014 数二) 

解析：由质心坐标公式得 �̅� =
∫ 𝑥𝜌(𝑥)𝑑𝑥

1
0

∫ 𝜌(𝑥)𝑑𝑥
1

0

=
∫ (−𝑥3+2𝑥2+𝑥)𝑑𝑥

1
0

∫ (−𝑥2+2𝑥+1)𝑑𝑥
1

0

=
11

12
5

3

=
11

20
. 

(8) ∫ (
𝑠𝑖𝑛𝑥

1+𝑐𝑜𝑠𝑥
+ |𝑥|)𝑑𝑥

𝜋

2

−
𝜋

2

=      .  

(2015 数一) 

解析：由于积分区间为对称区间，因此 



∫ (
𝑠𝑖𝑛𝑥

1+𝑐𝑜𝑠𝑥
+ |𝑥|)𝑑𝑥

𝜋

2

−
𝜋

2

= ∫
𝑠𝑖𝑛𝑥

1+𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥

𝜋

2

−
𝜋

2

+ ∫ |𝑥|𝑑𝑥
𝜋

2

−
𝜋

2

= 0 + 2 ∫ 𝑥𝑑𝑥
𝜋

2
0

=
𝜋2

4
. 

(9) 设 函 数 𝑓(𝑥) 连 续 ， 𝜑(𝑥) = ∫ 𝑥𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥2

0
. 若 𝜑(1) = 1, 𝜑′(1) = 5 ， 则

𝑓(1) =      . 

(2015 数二) 

解析：由题意知𝜑′(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥2

0
+ 2𝑥2𝑓(𝑥2). 

      由𝜑(1) = 1，得∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
= 1， 

由𝜑′(1) = 5，得∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
1

0
+ 2𝑓(1) = 1 + 2𝑓(1) = 5， 

从而有𝑓(1) = 2. 

(10)设封闭曲线 L的极坐标方程为 cos3 ( )
6 6

r
 

 = −   ，则 L所围平面图形的面

积是          ． 

(2013 数二) 

解：  设 L 所围图形面积为 S ，则 26

6

1
cos 3

2 12
S d






 

−
= = . 

(11)
21

ln

(1 )

x
dx

x

+

=
+                  ． 

(2013 数一) 

解：   
( ) ( )

.2ln
2

1
ln0

1
ln0

11

ln

1

ln
1

1
1

1 2
=−=

+
+=

+
+

+
−=

+

+
+

+
+

 x

x

xx

dx

x

x
dx

x

x
 

 

(12)设函数 ( )f x 具有 2 阶连续导数，若曲线 ( )y f x= 过点 (0,0)且与曲线 2xy = 在点

(1,2)处相切，则
1

0
( )xf x dx =                  ． 

(2018 数一) 

解  ( )y f x= 过点 (0,0)，即 ( ) 0f x = ， ( )y f x= 与 2xy = 在点 (1,2)相切 (1) 2f = 且

(1) 2ln 2f  = . 

1 11

00 0
( ) ( ) ( ) (1) ( (1) (0)) 2ln 2 2 2(ln 2 1)xf x dx xf x f x dx f f f   = − = − − = − = −  . 

故应填 2(ln 2 1)− . 



(13) =− dxxxx
2

0

22  

(2012 数一) 

解 
2

  

22
011

1)1()1(12

1

1

2
1

1

2

1

1

2
12

0

2
2

0

2


=+=−+−=

−+−−=−



=

−−

−

−=

dttdttt

dtttdxxxdxxxx
xt

 

奇函数    半圆的面积 

(14) =
+−

+

dx
xx5 2 34

1
 

(2018 数二) 

解 )
1

1

3

1
(

2

1

34

1
2 −

−
−

=
+− xxxx

 

则原式= 

2

2ln

)4ln2(ln
2

1
)]1ln()3[ln(lim

2

1

)]1ln()3[ln(
2

1

)
1

1

3

1
(

2

1

5

5

=

−−−−−=

−−−=

−
−

−

+→

+

+



xx

xx

dx
xx

x

 

(15)曲线y = ln cos 𝑥 (0 ≤ x ≤
𝜋

6
)的弧长为______. 

(2019 数二) 

解：
1

2
𝑙𝑛3 

由弧微分公式，弧长 

       s = ∫ √1 + 𝑦′2𝑑𝑥 =
𝜋

6
0

∫ √1 + 𝑡𝑎𝑛2 𝑥 𝑑𝑥 =
𝜋

6
0

∫
1

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥

𝜋

6
0

= 𝑙𝑛 |
1

cos 𝑥
+ tan 𝑥||

0

𝜋

6
=

𝑙𝑛√3 =
1

2
𝑙𝑛3. 

故应填
1

2
𝑙𝑛3 

(16)已知函数f(𝑥) = 𝑥 ∫
sin 𝑡2

𝑡

𝑥

1
𝑑𝑡,则∫ 𝑓(𝑥)

1

0
𝑑𝑥 =______. 

(2019 数二) 



解：
cos 1−1

4
 

设F(𝑥) = ∫
sin 𝑡2

𝑡

𝑥

1
𝑑𝑡,则 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥𝐹(𝑥)
1

0

1

0

𝑑𝑥 =
1

2
∫ 𝐹(𝑥)𝑑𝑥2 =

1

2
[𝑥2𝐹(𝑥)]|

0

11

0

−
1

2
∫ 𝑥2

1

0

𝑑𝐹(𝑥) 

                 = −
1

2
∫ 𝑥2𝐹′1

0
(𝑥)𝑑𝑥 = −

1

2
∫ 𝑥21

0

sin 𝑥2

𝑥
𝑑𝑥 

                 = −
1

2
∫ 𝑥 sin 𝑥21

0
𝑑𝑥 =

1

4
cos 𝑥2|

0

1

=
1

4
(cos 1 − 1). 

故应填
1

4
(cos 1 − 1). 

 


