
第五模块  多元函数微分学（一）  

一、 解答题： 

1、设函数 ),( vuf 具有 2 阶连续偏导数， )cos,( xefy x= ，求
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2、求函数 xyyxyxf −+= 33 8),( 的极值。 

(2020 数一) 

解析：令
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12

1
,

6

1
) 处 ， 01,032 ==− ABAC ， 所 以 函 数 有 极 小 值 ，
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3、 设函数 )),(,( xygxyfz = 其中函数 f 具有二阶连续偏导数,函数 )(xg 可导,

且在 1=x 处取得极值 ,1)1( =g 求 .|
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(2011 数一数二) 

解析：由题设条件得 .1)1(,0)1( == gg 则 

   ,)(
21

fxgyfy
x

z
+=




 



,)()()()]()([
22212111

2

fxgxgyfxgxgxxgfyfxyf
yx

z
+++++=




 

将 ,1,1 == yx ,0)1( =g ,1)1( =g 代入上式得 
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4、设 ba, 为实数 ,函数 222 byaxz ++= 在点 )4,3( 处的方向导数中 ,沿方向

jil 43 −−= 的方向导数最大,最大值为 10. 

(I)求 ba, ; 

(II)求曲面 )0(2 22 ++= zbyaxz 的面积. 

 (2019 数一)  

解析： (I) ax
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由于方向导数最大方向是梯度方向,从而
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又由于 10)
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(II)要计算曲面 )0(2 22 −−= zyxz (设为 )的面积,只需要对函数 l 在曲面

上求第一型曲面积分. 
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   其中D为在 xoy平面上的投影, }.2|),{( 22 += yxyxD  

   用极坐标计算该积分可得 .
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5、已知函数𝑢(𝑥, 𝑦)满足2
𝜕2𝑢
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= 0,求𝑎，𝑏的值使得在变换

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥, 𝑦)𝑒𝑎𝑥+𝑏𝑦之下，上述等式可化为函数𝑣(𝑥, 𝑦)的不含一阶偏导数的等

式. 

（2019 数二） 

解析:   
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                 +3(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
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𝜕𝑦
+ 𝑏𝑣)]𝑒𝑎𝑥+𝑏𝑦 

           = [2
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
− 2

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+ (4𝑎 + 3)

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− (4𝑏 − 3)
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                +(2𝑎2 + 3𝑎)𝑣 − (2𝑏2 − 3𝑏)𝑣]𝑒𝑎𝑥+𝑏𝑦 

           = 0. 

要使方程中不含有𝑣(𝑥, 𝑦)的一阶偏导数，则有{
4𝑎 + 3 = 0
4𝑏 − 3 = 0

, 

解得𝑎 = −
3

4
, 𝑏 =

3

4
.
 

6、  已知函数𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦，曲线 C：𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 3，求𝑓(𝑥, 𝑦)在曲

线 C 上的最大方向导数. 

(2015 数一) 

解析：因为函数在每一点沿梯度方向的方向导数最大，且最大方向导数为该点梯

度向量的模. 

     𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦在点(𝑥, 𝑦)处的梯度为𝐠𝐫𝐚𝐝𝑓(𝑥, 𝑦) = (1 + 𝑦, 1 + 𝑥) 

     最大方向导数为|𝐠𝐫𝐚𝐝𝑓(𝑥, 𝑦)| = √(1 + 𝑥)2 + (1 + 𝑦)2 

令𝐹(𝑥, 𝑦) = (1 + 𝑥)2 + (1 + 𝑦)2， 

因此问题转化为求𝐹(𝑥, 𝑦)在条件𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 3下的最大值. 

应用拉格朗日乘数法： 

令𝐿(𝑥, 𝑦, 𝜆) = (1 + 𝑥)2 + (1 + 𝑦)2 + 𝜆(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 − 3)， 



由{

𝐿𝑥
′ = 2(1 + 𝑥) + 𝜆(2𝑥 + 𝑦) = 0,

𝐿𝑦
′ = 2(1 + 𝑦) + 𝜆(2𝑦 + 𝑥) = 0,

𝐿𝜆
′ = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 − 3 = 0,    

化简得{
(𝑥 + 𝑦 − 1)(𝑥 − 𝑦) = 0,

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 − 3 = 0,
， 

解得{
𝑥 = 1,
𝑦 = 1,

  {
𝑥 = −1,
𝑦 = −1,

  {
𝑥 = 2,
𝑦 = −1,

  {
𝑥 = −1,
𝑦 = 2,

 

比较大小：𝐹(1,1) = 8，𝐹(−1,−1) = 0，𝐹(2,−1) = 9，𝐹(−1,2) = 9， 

从而知𝐹(𝑥, 𝑦)在条件𝑥2 + 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 3下的最大值为√9 = 3， 

即𝑓(𝑥, 𝑦)在曲线 C 上的最大方向导数为 3. 

7、 已知函数𝑓(𝑥, 𝑦)满足𝑓𝑥𝑦
′′ (𝑥, 𝑦) = 2(𝑦 + 1)𝑒𝑥, 𝑓𝑥

′(𝑥, 0) = (𝑥 + 1)𝑒𝑥, 𝑓(0, 𝑦) =

𝑦2 + 2𝑦，求𝑓(𝑥, 𝑦)的极值. 

(2015 数二)  

解析：由𝑓𝑥𝑦
′′ (𝑥, 𝑦) = 2(𝑦 + 1)𝑒𝑥，对 y积分得𝑓𝑥

′(𝑥, 𝑦) = (𝑦 + 1)2𝑒𝑥 + 𝑢(𝑥). 

因为𝑓𝑥
′(𝑥, 0) = (𝑥 + 1)𝑒𝑥，所以𝑒𝑥 + 𝑢(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑒𝑥， 

得𝑢(𝑥) = (𝑥 + 1)𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 = 𝑥𝑒𝑥， 

从而𝑓𝑥
′(𝑥, 𝑦) = (𝑦 + 1)2𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥. 

对 x积分得𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑦 + 1)2𝑒𝑥 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 + 𝑣(𝑦)， 

因为𝑓(0, 𝑦) = 𝑦2 + 2𝑦，所以(𝑦 + 1)2 − 1 + 𝑣(𝑦) = 𝑦2 + 2𝑦，得𝑣(𝑦) = 0， 

从而𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑦 + 1)2𝑒𝑥 + (𝑥 − 1)𝑒𝑥 = (𝑥 + 𝑦2 + 2𝑦)𝑒𝑥. 

则 有 𝑓𝑦
′(𝑥, 𝑦) = (2𝑦 + 2)𝑒𝑥, 𝑓𝑥𝑥

′′ (𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 𝑦2 + 2𝑦 + 2)𝑒𝑥 , 𝑓𝑦𝑦
′′ (𝑥, 𝑦) =

2𝑒𝑥. 

令𝑓𝑥
′(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑦

′(𝑥, 𝑦) = 0，得驻点(0, −1)， 

设𝐴 = 𝑓𝑥𝑥
′′ (0, −1) = 1, 𝐵 = 𝑓𝑥𝑦

′′ (0, −1) = 0, 𝐶 = 𝑓𝑦𝑦
′′ (0, −1) = 2， 

由于𝐴𝐶 − 𝐵2 > 0, 𝐴 > 0，所以𝑓(𝑥, 𝑦)有极小值𝑓(0,−1) = −1. 

8、 求函数
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解析： 先求驻点 
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可得驻点 )0,1( 和 )0,1(−  

然后再求驻点处的二阶偏导数 
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由于 02 12 =− −eBAC ，且 0A ，故 )0,1( 为极大值点， 2

1
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由于 02 12 =− −eBAC ，且 0A ，故 )0,1(− 为极小值点， 2

1

)0,1(
−

−=− ef 为极小

值。 

9、将长为 2m 的铁丝分为三段，依次为围成圆、正方形与正三角形。三个图形

的面积之和是否存在最小值？若存在，求出最小值。 

（2018 数一数二） 

解析： 设圆的半径为 x，正方形与正三角形的边长分别为 y 和 z，则问题化为： 

函数 222

4

3
),,( zyxzyxf ++= 在条件 )0,0,0(2342 =++ zyxzyx 下是否存

在最小值。 
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解得
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又当 2342 =++ zyx 且 0=xyz 时， ),,( zyxf 的最小值为 
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1
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所以三个图形的面积之和存在最小值，最小值为 
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1
),,( 000
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zyxf （单位： 2m ） 

10、求曲线 3 3 1( 0, 0)x xy y x y− + =   上的点到坐标原点的最长距离与最短距离.

（2013 数二） 

解析：  设曲线 133 =+− yxyx 上的点到坐标原点的距离的平方为 ),( yxf ，即 

22),( yxyxf +=  

这个问题的实质要求是函数 22),( yxyxf += 在条件 133 =+− yxyx 下的最大值、

最小值问题，应用拉格朗日乘数法，令 

)1(),,( 3322 −+−++= yxyxyxyxL  ， 

对 L求一阶偏导，并令它们都等于 0，有 
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由 ① 、 ② 得
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3
，  

即 ))(()(3 yxyxxyxy −+=− ，  

得 xy = ， 或 )(3 yxxy +−= （舍去）. 



将 xy = 代 入 ③ 得 1== yx ， )1,1( 为 唯 一 可 能 极 值 点 . 此 时

222 =+ yx .  

然 后 考 虑 边 界 点 ， 即 )0,1( ， )1,0( ， 它 们 到 原 点 的 距 离 为 1 .  

因此曲线上的点到坐标原点的最长距离为 2 ，最短距离为 1. 

11、求函数
3

( , ) ( )
3

x yx
f x y y e += + 的极值. 

（2013 数一） 

解析：先求驻点，令 
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为了判断这两个驻点是否为极值点，求二阶导数 
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 因为 00 2 − BACA ， ，所以 
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因 为 ,02,0 3
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12、已知微分方程𝑦′ + 𝑦 = 𝑓(𝑥),其中𝑓(𝑥)是 R 上的连续函数. 

 （Ⅰ）若𝑓(𝑥) = 𝑥，求方程的通解； 

 （Ⅱ）若𝑓(𝑥)是周期为𝑇的函数，证明：方程存在唯一的以𝑇为周期的解. 

（2018 数一） 

解析： （Ⅰ）当𝑓(𝑥) = 𝑥时，方程化为𝑦′ + 𝑦 = 𝑥，其通解为 

  𝑦 = 𝑒−𝑥(𝐶 + ∫𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥) 

    = 𝑒−𝑥(𝐶 + 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥) 

    = 𝐶𝑒−𝑥 + 𝑥 − 1. 

 （Ⅱ）方程𝑦′ + 𝑦 = 𝑓(𝑥)的通解为 

  𝑦 = 𝑒−∫ 𝑑𝑡
𝑥
0 (𝐶 + ∫ 𝑒∫ 𝑑𝑡

𝑡
0 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
)， 

  即𝑦 = 𝑒−𝑥(𝐶 + ∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
)， 

  由𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑥(𝐶 + ∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
)，得 

  𝑦(𝑥 + 𝑇) − 𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑥 [(
1

𝑒𝑇
− 1)𝐶 +

1

𝑒𝑇
∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+𝑇

0
− ∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
]. 

  因为𝑓(𝑥)是周期为𝑇的连续函数，所以 

  
1

𝑒𝑇
∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+𝑇

0
=

1

𝑒𝑇
∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0
+

1

𝑒𝑇
∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+𝑇

𝑇
 



        =
1

𝑒𝑇
∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0
+

1

𝑒𝑇
∫ 𝑒𝑢+𝑇 𝑓(𝑢 + 𝑇)𝑑𝑢
𝑥

0
 

        =
1

𝑒𝑇
∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0
+ ∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
. 

  从而𝑦(𝑥 + 𝑇) − 𝑦(𝑥) = 𝑒−𝑥 [(
1

𝑒𝑇
− 1)𝐶 +

1

𝑒𝑇
∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0
]. 

  所以，当且仅当𝐶 =
1

𝑒𝑇−1
∫ 𝑒𝑡 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑇

0
时，𝑦(𝑥 + 𝑇) − 𝑦(𝑥) = 0. 

  故方程存在唯一的以𝑇为周期的解. 

13、设函数 y(x)满足方程�̈� + 2�̇� + 𝑘𝑦 = 0,其中 0<k<1. 

  （1）证明：反常积分∫ 𝑦(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

0
收敛； 

（2）若 y(0)=1,𝑦(0)̇ =1,求∫ 𝑦(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

0
的值。 

（2016 数一） 

 解析： 

1）微分方程�̈� + 2�̇� + 𝑘𝑦 = 0的特征方程为𝛾2 + 2𝛾 + 𝑘 = 0。 

解得：𝛾1 = −1 + √1 − 𝑘, 𝛾2 = −1 − √1 − 𝑘。 

因为 0<k<1,所以𝛾1 < 0, 𝛾2 < 0，从而∫ 𝑒𝛾1𝑥 𝑑𝑥
+∞

0
与∫ 𝑒𝛾2𝑥 𝑑𝑥

+∞

0
收敛。 

由于𝛾1 ≠ 𝛾2，所以 y(x)=𝑐1𝑒
𝛾1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝛾2𝑥，其中𝑐1与𝑐2是任意常数。 

综上可知，反常积分∫ 𝑦(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

0
收敛。 

   2）由 1）知，𝛾1 < 0, 𝛾2 < 0， 

所以 lim
𝑥→+∞

𝑦(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑐1𝑒
𝛾1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝛾2𝑥) = 0， 

             lim
𝑥→+∞

𝑦(𝑥)̇ = lim
𝑥→+∞

(𝑐1𝛾1𝑒
𝛾1𝑥 + 𝑐2𝛾2𝑒

𝛾2𝑥) = 0. 

又𝑦(0)=1,𝑦(0)̇ = 1,所以 

             ∫ 𝑦(𝑥) 𝑑𝑥
+∞

0

= ∫ [−
1

𝑘
(𝑦(𝑥)̈ + 2𝑦(𝑥)̇ )]

+∞

0

𝑑𝑥 

                                      = −
1

𝑘
(𝑦(𝑥) + 2𝑦(𝑥)̇ ) |

+∞
0
=
3

𝑘
 

14、设函数𝑓(𝑥, 𝑦)满足
∂f(x,y)

∂x
= (2𝑥 + 1)𝑒2𝑥−𝑦,且𝑓(0, 𝑦) = 𝑦 + 1 ,是从点(0,0)到

点 (1, 𝑡)的光滑曲线，计算曲线积分 𝐼(𝑡)=∫
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
𝑑𝑦

𝑙1
，并求𝐼(𝑡)的最



小值。 

（2016 数一） 

解析：因为
∂f(x,y)

∂x
= (2𝑥 + 1)𝑒2𝑥−𝑦，所以 

f(𝑥, 𝑦)=∫
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 = ∫(2𝑥 + 1)𝑒2𝑥−𝑦 𝑑𝑥 = 𝑥 𝑒2𝑥−𝑦 + 𝑐(𝑦)。 

将𝑓(0, 𝑦) = 𝑦 + 1代入上式，得𝐶(𝑦) = 𝑦 + 1.所以𝑓(𝑥, 𝑦)=x 𝑒2𝑥−𝑦 + 𝑦 + 1. 

从而𝐼(𝑡)=∫
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑦 = 𝑓(1, 𝑡) − 𝑓(0,0) = 𝑒2−𝑡 + 𝑡，𝐼(𝑡)̇ = −𝑒2−𝑡 + 1. 

令𝐼(𝑡)̇ = 0，得𝑡 = 2. 

由于当𝑡 < 2时，𝐼(𝑡)̇ <0,单调减少， 

当𝑡 > 2时，𝐼(𝑡)̇ >0, 𝐼(𝑡)单调增加， 

所以𝐼(2) = 3是𝐼(𝑡)在(−∞,+∞)上的最小值。 

15、已知函数 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦)由方程 (𝑥2 + 𝑦2)𝑧 + 𝑙𝑛𝑧 + 2(𝑥 + 𝑦 + 1) = 0确定 , 求 𝑧 =

𝑧(𝑥, 𝑦)的极值。 

（2016 数二） 

解: 在(𝑥2 + 𝑦2)𝑧 + 𝑙𝑛𝑧 + 2(𝑥 + 𝑦 + 1) = 0两边分别对𝑥和𝑦求偏导数，得 

{
2𝑥𝑧 + (𝑥2 + 𝑦2)

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+
1

𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 2 = 0,

2𝑦𝑧 + (𝑥2 + 𝑦2)
𝜕𝑧

𝜕𝑦
+
1

𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 2 = 0.

        ① 

      令
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 0，

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0，得{

𝑥 = −
1

𝑧
,

𝑦 = −
1

𝑧
.
 

      将{
𝑥 = −

1

𝑧
,

𝑦 = −
1

𝑧

代入方程(𝑥2 + 𝑦2)𝑧 + 𝑙𝑛𝑧 + 2(𝑥 + 𝑦 + 1) = 0，得𝑙𝑛𝑧 −
2

𝑧
+ 2 = 0,

可知𝑧 = 1, 从而{
𝑥 = −1,
𝑦 = −1.

 

对①中两式两边分别再对𝑥, 𝑦求偏导数，得 

     

{
 
 

 
 2𝑥 + 4𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ (𝑥2 + 𝑦2)

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
−

1

𝑧2
(
𝜕𝑦

𝜕𝑥
)
2
+
1

𝑧

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
= 0,

2𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑦
+ 2𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ (𝑥2 + 𝑦2)

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
−

1

𝑧2
𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
+
1

𝑧

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0,

2𝑧 + 4𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝑦
+ (𝑥2 + 𝑦2)

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
−

1

𝑧2
(
𝜕𝑦

𝜕𝑦
)
2
+
1

𝑧

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= 0.

        ② 

从而 𝐴 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
|
(−1,−1)

= −
2

3
, 𝐵 =

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
|
(−1,−1)

= 0, 𝐶 =
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
|
(−1,−1)

= −
2

3
. 



由于𝐴𝐶 − 𝐵2 > 0, 𝐴 < 0,所以𝑧(−1,−1) = 1是𝑧(𝑥, 𝑦)的极大值。 


