
第六模块   多元函数积分学（一） 

一.  解答题 

1、设为曲面 )1(22 += zyxz 的上侧，计算曲面积分 
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(2014 数一) 

解析：补面 ：1  )1(1 22 += yxz ，取上侧，则 )(1 −+ 构成封闭曲面的外侧，由

高斯公式得， 
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2、设薄片型物体 S 是圆锥面 22 yxz += 被柱面 xz 22 = 割下的有限部分，其上

任一点的密度为 2229),,( zyxzyx ++= . 记圆锥面与柱面的交线为 C. 

(2017 数一) 

(I) 求 C 在 xoy平面上的投影曲线的方程; 

(II) 求 S 的质量 M. 

解析：(I) 把 22 yxz += 和 xz 22 = 联立，消去 z ，得 xyx 222 =+ ，则 C 在 xoy平

面上的投影曲线的方程为
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3、 已知平面区域 }2|),{( 22 yyxyxD += ，计算二重积分  +
D

dxdyx 2)1( . 



(2017 数二) 

解析：利用极坐标系计算，这里把圆心看成坐标原点，即取  cos=x ，

 sin1+=y ，则
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4、 计算曲线积分 dy
yx

yx
dx

yx

yx
I

L 2222 44

4

+

+
+

+

−
=  ，其中 L是 222 =+ yx ，方向为

逆时针方向。(2020 数一) 
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5、设为曲面 )41( 2222 ++= yxyxz 的下侧， )(xf 为连续函数，计算 
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(2020 数一)  



解析：法向量 2 )1,,()1,,(
2222
−

++
=−=

→

yx

y

yx

x
zzn yx ，

)(2
cos

22 yx

x

+
= ，

)(2
cos

22 yx

y

+
= ，

2

1
cos

−
= ， 利 用 坐 标 变 换 ，

dxdy
yx

x
dxdydydz

22cos

cos

+

−
==




， dxdy

yx

y
dxdydzdx

22cos

cos

+

−
==




，则 

dxdyzxyzfdzdxxyxyyfdydzyxxyxfI ])([]2)([]2)([ +++++−+= 


 

 dxdyzxyzf
yx

y
xyxyyf

yx

x
yxxyxf ]})([]2)([]2)({[

2222
++

+

−
+++

+

−
−+= 



 

 


3

142

1

2
2

0

2222 ==+=+−=  


drrddxdyyxdxdyyx

xyD

. 

6、设平面区域D由直线 xyxx === ,2,1 与 x 轴围成，计算 dxdy
x
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D


+ 22

.  
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解析：如图所示，用极坐标计算，
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7、已知函数 ),( yxf 具有二阶连续偏导数 , 且 0),1( =yf , ,0)1,( =xf



 =
D

adxdyyxf ),( 其中 }.10,10|),{( = yxyxD
  

计算二重积分
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解析：由题设条件知积分区域D可表示为: },10,10|),{( = yxyxD

于是有 
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8、设是由锥面 )10()1()( 222 −=−+ zzzyx 与平面 0=z 围成的锥体,求的



形心坐标. 

(2019 数一) 

解析：设形心坐标 ),,( zyx ,由于是关于 yoz平面对称的,由对称性可知 0=x ,由

先二后一法可知:
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9、设平面区域 { }0≥,0≥,4≤+≤1),(= 22 yxyxyxD ，计算∬
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解析：∬
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10、已知曲线 L 的方程为 {𝑧 = √2 − 𝑥2 − 𝑦2,
𝑧 = 𝑥,          

起点为𝐴(0, √2, 0)，终点为

𝐵(0, −√2, 0)， 

计算曲线积分I = ∫ (𝑦 + 𝑧)𝑑𝑥 + (𝑧2 − 𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑦 + 𝑥2𝑦2𝑑𝑧
𝐿

.  

(2015 数一) 



解析：此问题为计算空间第二型曲线积分，一共有两种方法： 

一种为用基本公式，写出曲线 L 的参数方程，化为定积分计算； 

一种为利用斯托克斯公式。 

法 1：基本公式. 

    L：{𝑧 = √2 − 𝑥2 − 𝑦2,
𝑧 = 𝑥,          
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𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑡,   

𝑦 = √2𝑠𝑖𝑛𝑡,
𝑧 = 𝑐𝑜𝑠𝑡,   

 

起点 A对应𝑡 =
𝜋

2
，终点 B 对应𝑡 = −

𝜋

2
，因此 

𝐼 = ∫ [(√2𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑡) ∙ (−𝑠𝑖𝑛𝑡) + √2𝑠𝑖𝑛𝑡 ∙ √2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 2𝑠𝑖𝑛2𝑡 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑡
−

𝜋
2

𝜋
2

∙ (−𝑠𝑖𝑛𝑡)]𝑑𝑡 = ∫ (√2𝑠𝑖𝑛2𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡 + +2𝑠𝑖𝑛3𝑡 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑡)𝑑𝑡
−

𝜋
2

𝜋
2

 

= 2√2 ∫ 𝑠𝑖𝑛2𝑡𝑑𝑡

𝜋
2

0

− 0 + 0 =
√2

2
𝜋 

法 2：利用斯托克斯公式. 

设𝐿1是从点 B到点 A的直线段，S为平面𝑧 = 𝑥上由 L 与𝐿1围成的半圆面下侧. 

其法向量为𝒏 = (1,0, −1)，方向余弦为(
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10、计算二重积分∬ 𝑥(𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

，其中D = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2, 𝑦 ≥ 𝑥2}. 



(2015 数二) 

解析：因为积分区域 D关于 y轴对称，所以∬ 𝑥𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦
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12、计算二重积分 
D

xyd ，其中区域 D 由曲线 )0(cos1  +=r 与极轴围成。

（2012 数二） 

解析：引入极坐标： cosrx = ， sinry = ，则 

区域 D 极坐标表示为：   cos10,0),( += rrD  
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1

1

4
cos

0

4

0

4

0

cos1

0

4

cos1

0

3

0

cos1

0

2

0

=−=
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++=

+−=

+−=
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=
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−

−
−

−

−
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+

+

+



















t

dtttt

ttd

tdtt

dttt

d

d

dr

drrd

rdrrdxyd

t

D
























令

 

13、已知 L 是第一象限中从点 )0,0( 沿圆周 xyx 222 =+ 到点 )0,2( ，再沿圆周

422 =+ yx 到点 )2,0( 的曲线段，计算曲线积分  −++=
L

dyyxxdxxyI )2(3 32  



（2012 数一） 

解析： 利用格林公式 

即  +=
L

QdyPdxJ ，曲线 L 如图所示 

 

23),( xyyxP = ， yxxyxQ 2),( 3 −+=  

且 1313 22 =−+=



−




xx

y

P

x

Q  

由于曲线 L 不封闭，添加辅助线 1L ：沿 y 轴由点 )2,0(B 到点 )0,0(O  

则 42)2(),0(
2

0

0

211

==−==+   ydydyydyyQQdyPdx
LL

 

在 1L 与 L 围成的区域 D 上用格林公式（边界取正向），则： 

 

2
1

2

1
2

4

1
1)( 22

1


 =−==




−




=+  +

dd
y

P

x

Q
QdyPdx

DD
LL

 

故 4
21 1

−=+−+=+=   +



LL LL
QdyPdxQdyPdxQdyPdxJ  

14、设平面区域 D 由曲线




−=

−=

ty

ttx

cos1

sin
（ 20  t ）与 x 轴围成，计算二重积分

 +

D

dxdyyx )2(

 

（2018 数二） 

解析：  ++−=+

DDD

dxdyydxdyxdxdyyx )2()()2(   

因为 D 是关于直线 =x 对称，所以 0)( =−
D

dxdyx   

设曲线




−=

−=

ty

ttx

cos1

sin
（  t0 ）的直角坐标方程为 )(xyy = （  x0 ）,则 

 +=+=+



2

0

2
)(

0

2

0
)]()([)2()2( dxxyxydyydxdxdyy

xy

D

 






5)coscos3cos31()cos1()(
2

0

32
2

0

3
2

0

2 =−+−=−=  dttttdttdxxy  




3)coscos21()cos1()(
2

0

2
2

0

2
2

0
=+−=−=  dtttdttdxxy  

所以 )35()2(  +=+
D

dxdyyx  

15、 设平面内区域D由直线 yx 3= , xy 3= 及 8=+ yx 围成.计算 2

D

x dxdy . 

（2013 数二） 

解析：  xy 3= 与 8=+ yx 的交点为 )6,2( , 

xy
3

1
= 与 8=+ yx 的交点为 )2,6( , 

 
−

+=
6

2

8

3

1
2

3

3

1
2

2

0

2
x

x

x

x
D

dyxdxdyxdxdxdyx  

               
3

416

3

1
8

3

1
3 2

6

2

2

0

2 =







−−+








−=  dxxxxdxxxx . 

16、设直线 L 过 (1,0,0), (0,1,1)A B 两点，将 L 绕 Z 轴旋转一周得到曲面 , 与平面

0, 2z z= = 所围成的立体为 . 

（Ⅰ）求曲面的方程； 

（Ⅱ）求的形心坐标. 

（2013 数一） 

解析：（Ⅰ）  1,1,1−=AB  

          
111

1 zyx
L ==

−

−
：  

( ) ,,,  zyxM 对应于 L 上的点 ( )0000 ,, zyxM ，则
2

0

2

0

22 yxyx +=+ ， 

由




=

−=

zy

zx

0

0 1
 

得 ( ) 2222 1: zzyx +−=+  

即 .122: 222 +−=+ zzyx  



（Ⅱ）显然






===
dv

zdv

zyx ,0,0 ， 

     记 ( ) 122, 222 +−+= zzyxyxDz ， 

     ( ) 
3

10
24

3

16
122

2

0

2
2

0
=








+−=+−== 



dzzzdxdydzdv

zD

， 

     ( ) 
3

14
2

3

16
822

2

0

23
2

0
=








+−=+−== 



dzzzzdxdyzdzzdv

zD

， 

     
5

7
= z ， 

     .
5

7
00 








 ，，形心坐标  

17、设 Σ 是曲面𝑥 = √1 − 3y2 − 3z2的前侧，计算曲面部分 

𝐼 = ∬ 𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 + (𝑦3 + 2) 𝑑𝑧 𝑑𝑥 + 𝑧3 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝛴

. 

（2018 数一） 

解析：设𝛴1为平面𝑥 = 0被{
3𝑦2 + 3𝑧2 = 1,
𝑥 = 0,                 

所围成部分的后侧Ω为𝛴与𝛴1所围成的

立体. 

根据高斯公式， 

∬ 𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 + (𝑦3 + 2) 𝑑𝑧 𝑑𝑥 + 𝑧3 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝛴+𝛴1

= ∭(1 + 3𝑦3 + 3𝑧3) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧.

Ω

 

设𝑦 = 𝑟 cos 𝜃，𝑧 = 𝑟 sin 𝜃，则 

∭(1 + 3𝑦3 + 3𝑧3) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧

Ω

= ∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0

∫ 𝑑𝑟

√3
3

0

∫ (1 + 3𝑟2)𝑟 𝑑𝑥
√1−3𝑟2

0

 

                 =2𝜋 ∫ 𝑟(1 + 3𝑟2)√(1 − 3𝑟2) 𝑑𝑟
√3

3
0

 

设√(1 − 3𝑟2) = 𝑡，则 

2𝜋 ∫ 𝑟(1 + 3𝑟2)√(1 − 3𝑟2) 𝑑𝑟

√3
3

0

=
2𝜋

3
∫ (2 − 𝑡2)𝑡2 𝑑𝑡

1

0

 



           
14

45


= . 

又 

∬ 𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 + (𝑦3 + 2) 𝑑𝑧 𝑑𝑥 + 𝑧3 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝛴1

= 0 

所以
14

45
I


= . 

18、 设有界区域C由平2𝑥 + 𝑦 + 2𝑧 = 2与三个坐标平面围成，φ为C整个表面的外

侧，计算曲面积分  

𝐼 = ∯(𝑥2 + 1) 𝑑𝑦𝑑𝑧 − 2𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥 + 3𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦  

（2016 数一） 

 解析：由高斯公式得 

𝐼 = ∭(2𝑥 + 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧)

Ω

 

因为𝐼 = ∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
Ω

=
1

3
×

1

2
× 2 × 1 × 1 =

1

3
 

∭ 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

Ω

= ∫ 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝑑𝑦
2(1−𝑥)

0

∫ 𝑑𝑧
1−𝑥−

𝑦
2

0

 

                                 = ∫ 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝑥 (1 − 𝑥 −
𝑦

2
) 𝑑𝑦

2(1−𝑥)

0

 

              = ∫ 𝑥(1 − 𝑥)2𝑑𝑥
1

0

=
1

12
 

所以𝐼 = 2 ×
1

12
+

1

3
=

1

2
. 

19、 设 𝐷 是直线 𝑦 = 1, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = −𝑥 围成的有界区域，计算二重积分

∬
𝑥2−𝑥𝑦−𝑦2

𝑥2+𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦.
𝐷

 

（2016 数二） 

解析：因为区域𝐷关于𝑦轴对称，所以∬
𝑥𝑦

𝑥2+𝑦2
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0.

𝐷
 

      ∬
𝑥2−𝑥𝑦−𝑦2

𝑥2+𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦 = ∬
𝑥2−𝑦2

𝑥2+𝑦2 𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷𝐷

 

                     = ∫ 𝑑𝜃 ∫
𝑟2(cos2 𝜃− sin2 𝜃)

𝑟2

1

sin 𝜃
0

𝑟𝑑𝑟
3

4
𝜋

𝜋

4

 



                     =
1

2
∫ (csc2 𝜃 − 2)𝑑𝜃

3

4
𝜋

𝜋

4

 

                     =
1

2
(− cot 𝜃 − 2𝜃)|𝜋

4

3

4
𝜋

= 1 −
𝜋

2
. 

20、 已知平面区域𝐷 = {(𝑥, 𝑦)||𝑥| ≤ 𝑦, (𝑥2 + 𝑦2)3 ≤ 𝑦4}，计算二重积分

∬
𝑥+𝑦

√𝑥2+𝑦2𝐷
𝑑𝑥𝑑𝑦. 

（2019 数二） 

解:易知积分区域关于𝑦轴对称，可知∬
𝑥

√𝑥2+𝑦2𝐷
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 

则原式=∬
𝑦

√𝑥2+𝑦2𝐷
𝑑𝑥𝑑𝑦，用极坐标计算该积分得原式= ∬

𝑟 sin 𝜃

𝑟
𝑟

𝐷
𝑑𝑟𝑑𝜃， 

将(𝑥2 + 𝑦2)3 ≤ 𝑦4化为极坐标𝑟 ≤ sin2𝜃，即𝑟6 ≤ 𝑟4sin4𝜃， 

𝑟的取值范围0 ≤ 𝑟 ≤ sin2𝜃。由|𝑥| ≤ 𝑦可解得
1

4
𝜋 ≤ 𝜃 ≤

3

4
𝜋, 

则原式= ∫ 𝑑𝜃
3𝜋

4
0

∫ 𝑟 sin 𝜃 𝑑𝑟
sin2𝜃

0
=

1

4
∫ sin5𝜃𝑑𝜃

3𝜋

4
𝜋

4

=
43

120
√2. 


