
第六模块   多元函数积分学（二） 

 

二、 选择题 

1、 设 ),( yxf 是连续函数，则 
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(2014 数一) 

解析：积分区域如图所示，换成另一形式的直角坐标应为 
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而换成极坐标应为 
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，故选 D. 

 

2、设函数
2
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y

x
yxQ = .如果对上半平面 )0( y 内的任意有向光滑封闭区域

C 都有 ,0),(),( =+ dyyxQdxyxP
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那么函数 ),( yxP 可取为_________. 
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(2019 数一) 



解析： 曲线积分与路径无关,则应有
x

Q
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p




=




,排除 A、B.对于 C 选项， 0=x 不

连续，排除.故应选 D. 

3、 设 D 是第一象限中由曲线2𝑥𝑦 = 1,4𝑥𝑦 = 1与直线𝑦 = 𝑥, 𝑦 = √3𝑥围成的平

面区域，函数𝑓(𝑥, 𝑦)在 D上连续，则∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

=         .  

(A) ∫ 𝑑𝜃
𝜋

3
𝜋

4

∫ 𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑟𝑑𝑟
1
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(2015 数一) 

解析：由题意知积分区域 D 如右图所示， 

      曲线2𝑥𝑦 = 1,4𝑥𝑦 = 1在极坐标系下的方程为 

2𝑟2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 = 1,4𝑟2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃 = 1，即𝑟 =
1

√𝑠𝑖𝑛2𝜃
, 𝑟 =

1

√2𝑠𝑖𝑛2𝜃
.  

      直线𝑦 = 𝑥, 𝑦 = √3𝑥在极坐标系下的方程为𝜃 =
𝜋

4
, 𝜃 =

𝜋

3
. 

      因此积分区域 D 在极坐标系下的表示为 

      𝐷 = {(𝑟, 𝜃)|
𝜋

4
≤ 𝜃 ≤

𝜋

3
,

1

√2𝑠𝑖𝑛2𝜃
≤ 𝑟 ≤

1

√𝑠𝑖𝑛2𝜃
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      从而∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= ∫ 𝑑𝜃
𝜋

3
𝜋
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∫ 𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃)𝑟𝑑𝑟

1

√𝑠𝑖𝑛2𝜃
1

√2𝑠𝑖𝑛2𝜃

.应选 B. 

4、 设区域 D 由曲线 xy sin= ，
2


=x ， 1=y 围成，则 =− dxdyxy

D

)1( 5  

（A） （B） 2（C） 2− （D） −  

（2012 数二） 

解析：  D 

添加 xy sin−= 将 D 分割成 1D 和 2D 两个部分，如图所示 
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（2018 数二） 

解析： C 

易知积分区域 D 关于 y 轴对称，所以原式=  =−
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.  故应选 C. 

6、设 kD 是圆域 2 2{( , ) 1}D x y x y= +  在第 k 象限的部分，记 ( )
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( 1,2,3,4)k = ，则（    ）． 
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（C） 3 0I                   （D） 4 0I   

（2013 数二） 

解析：
1

2
( 1)

0
2

( ) ( sin cos )

k

k

kk

D

I y x dxdy d r r rdr


   −= − = −    

2
2

( 1)
( 1)

2
2

1 1
(sin cos ) ( cos sin )

3 3

k
k

k
k

d







    −
−

= − = − − ， 

导入得   
1 2 3 4

2 2
0, 0, 0, 0

3 3
I I I I= =  = = −  . 故应选 B. 



7、 设 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4: 1, : 2, : 2 2, : 2 2,l x y l x y l x y l x y+ = + = + = + = 为四条逆时针的

平面曲线，记
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（2013 数一） 

解析：  由格林公式得 
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又如图有 1 4 4 2, .D D D D  由重积分性质知 4 1 4 2, .I I I I   

又 4 5 4D D D= + 5D ， 3 5 3D D D= + 5D ，在 3D 5D 上
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上
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 . 故应选 D. 

8、已知平面区域D = {(x, y) | | x | + | y | | ≤  
𝜋

2
}，记𝐼1 = ∬ √𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥 𝑑𝑦

𝐷
, 𝐼2 =

∬ sin √𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

，𝐼3 = ∬ (1 − cos √𝑥2 + 𝑦2 )𝑑𝑥 𝑑𝑦
𝐷

，则______. 

(A) 𝐼3 < 𝐼2 < 𝐼1.           (B) 𝐼2 < 𝐼1 < 𝐼3.         

(C) 𝐼1 < 𝐼2 < 𝐼3.           (D) 𝐼2 < 𝐼3 < 𝐼1. 

（2019 数二） 

解：A 

在相同的积分区域 D 下，因为sin √𝑥2 + 𝑦2 < √𝑥2 + 𝑦2， 



1 − 𝑐𝑜𝑠√𝑥2 + 𝑦2 < √𝑥2 + 𝑦2,所以𝐼2 < 𝐼1且𝐼3 < 𝐼1， 

又sin √𝑥2 + 𝑦2 + cos √𝑥2 + 𝑦2 = √2 sin (√𝑥2 + 𝑦2 +
𝜋

4
) > √2 sin

𝜋

4
= 1， 

即1 − 𝑐𝑜𝑠√𝑥2 + 𝑦2 < sin √𝑥2 + 𝑦2，所以𝐼3 < 𝐼2， 

故𝐼3 < 𝐼2 < 𝐼1，故应选 A. 

 

一.  填空题 

1、设 L是柱面 122 =+ yx 与平面 0=+ zy 的交线，从 z 轴正向往 z 轴负向看去为

逆时针方向，则曲线积分  +
L

ydzzdx =               . 

(2014 数一) 

解析： yRQZP === ,0, , )1,1,0(=
→

n , 
2

1
coscos,0cos ===   

由斯托克斯公式， 
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其中 )1(0: 22 +=+ yxzy 取上侧， }1|),{( 22 += yxyxDxy . 

2、若曲线积分  −+

−

L yx

aydyxdx

122
在区域 }1|),{( 22 += yxyxD 内与路径无关， 

则 =a                . 

(2017 数一) 

解析：
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=
yx

x
P ，

122 −+

−
=

yx
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Ｑ ，由曲线积分与路径无关，所以， 
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 122 −==− ayxayx . 

3、  设函数 ),( yxf 具有一阶连续偏导数，且 dyeyxdxyeyxdf yy )1(),( ++= ，



0)0,0( =f ，则 =),( yxf                . 

(2017 数二) 

解析： yyeP = ， yeyxQ )1( += ， yey
x
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P
)1( +=




=




，所以曲线积分与路径无关， 
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(2017 数二) 

解析：如图所示，交换积分次序得， 
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5、 =+ dxxdy
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(2020 数二) 

解析：交换积分次序，原式= dxxxdyxdx
x
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6、设为曲面 )0(44 222 =++ zzyx 的上侧，则 =−−


dxdyzx 22 44 ____. 

(2019 数一) 

解析： 将曲面方程代入积分表达式中,原积分 ,dxdyy


= 由于关于 xoz 平面对

称,则   

    ,2

1

dxdyydxdyy 


= 其中 1 为的右半侧 )0( y ,原积分 =

xyD

ydxdy2 ,其中 

    xyD 为 1 在 xoz平面的投影,原积分 .
3

32
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7、设平面区域D由直线 xy = ，圆 yyx 222 =+ 及 y 轴所围成，则二重积分

 =
D

xyd _______. 

(2011 数二) 

解析： 由题设条件知,积分区域 ,sin20,
24 
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rD 如右图所示,于是
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8、设L 是柱面 122 =+ yx 与平面 yxz += 的交线，从 z 轴正向往 z 轴负向看

去为逆时针方向，则曲线积分 dz
y

xdydxxz
L 2

2

++ =__________. 

(2011 数一) 

解析： 由题设条件知 ,
2

,,
2y

RxQxzP === 根据斯托克斯公式得 
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dxdyxdxdzdydzy ++= 


, 

其中是位于柱面 122 =+ yx 内的平面 yxz += ,取上侧,且 

0=


dydzy , ,0=


dxdzx ,11
122

:

== 
+

dxdydxdy
yxDxy

 

其中
xy

D 是在 xoy 平面上的投影. 

9、设𝛺 是由平面 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 与三个坐标平面所围成的空间区域，则

∭ (𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝛺

=      .  

(2015 数一) 

解析：由轮换对称性知：∭ 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝛺

= ∭ 𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝛺

= ∭ 𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝛺

 

∭(𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝛺

= 6 ∭ 𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

𝛺

= 6 ∫ 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝑑𝑦
1−𝑥

0

∫ 𝑥𝑑𝑧
1−𝑥−𝑦

0

 

= 6 ∫ 𝑑𝑥
1

0
∫ 𝑥(1 − 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦

1−𝑥

0
= 3 ∫ 𝑥(1 − 𝑥)2𝑑𝑥

1

0
=

1

4
. 

10、设  0,0,0,1),,( =++= zyxzyxzyx ，则  =



dSy2  

（2012 数一） 

解：
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11、 设 ( , , )F x y z xyi yzj zxk= − + ，则 rot (1,1,0)=F                  ． 

（2018 数一） 

解  
(1,1,0)

rot = ( , , ) (1,0, 1)

i j k

F y z x i k
x y z

xy yz xz

 
 
    = − − = − = −

   
  − 

. 

故应填 i k= −  

12、设 L 为球面 2 2 2 1x y z+ + = 与平面 0x y z+ + = 的交线，则

L
xyds =                  ． 

（2018 数一） 

解  
2 2 2 1,

0,

x y z
L

x y z

 + + =
= 

+ + =
 则 2 21 1 2

( ) ( )
2 2 3 3L L L

xyds x y ds ds


= − + = − = −   . 

故应填
3


− . 

13、 向量场 A(X,Y,Z)=(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)𝑖 + 𝑥𝑦𝑗 + 𝑧𝑘的旋度 rotA= 

   （2016 数一） 

解析：j+(y-1)k 

  由旋度定义公式，得 rotA=

𝐼 𝐽 𝐾
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧

𝑃 𝑄 𝑅

=(
𝜕𝑅

𝜕𝑦
−

𝜕𝑄

𝜕𝑧
) 𝑖 + (

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−

𝜕𝑅

𝜕𝑥
) 𝑗 + (

𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
) k 

= 0 ∙ i + 1 ∙       j + (𝑦 − 1) ∙ k = j + (𝑦 − 1)k. 

14、已知平面区域 D={(𝑟, 𝜃)|2 ≤ 𝑟 ≤ 2(1 + cos 𝜃), −
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤

𝜋

2
}，计算二重积分

∬ 𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦. 

   （2016 数一） 

 解析：∬ 𝑥 𝑑𝑥 dy = 2 ∫ 𝑑𝜃 ∫ 𝑟2 cos 𝜃 𝑑𝑟
2(1+cos 𝜃)

2

𝜋

2
0

 

                                           =
16

3
∫ [(1 + cos 𝜃)3 − 1] cos 𝜃 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 



                                           =
16

3
∫ (3 cos 𝜃2 + 3 cos 𝜃3 + cos 𝜃4) 𝑑𝜃

𝜋
2

0

 

                                           =
32

3
+ 5𝜋. 

 


